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Introduccion

El objetivo de esta tesis es, a través del andlisis de soluciones de tipo agujero negro [1,12] y la
construccién de nuevas teorfas [3], aportar desde la vereda de la gravitacién a la obtencién de informacién
relevante sobre cierta clase de teorias cudnticas de campos. Para tal fin, nos basamos en uno de los
mas grandes desarrollos de la Fisica tedrica de los dltimos veinte afos: la Correspondencia AdS/CFT,
o también llamada Correspondencia Hologrdfica 4. Esta nos dice que existe una equivalencia entre
una teoria gravitatoria en D dimensiones, y una teoria cuantica de campos fuertemente acoplada en
dimensién menor. Los fenémenos cuanticos “viven en la frontera” de las teorias gravitatorias, y por lo
tanto, la informacién proveniente de una teoria puede ser leida desde su contraparte. En este sentido la
correspondencia hologréfica se ha posicionado como una poderosa herramienta, que permite responder a
ciertas interrogantes que provienen del mundo cuantico utilizando argumentos gravitatorios, que pueden
ser més sencillos de entender.

La fuerza de gravedad, como la entendemos actualmente, se explica a través de la teoria de la Rela-
tividad General, propuesta por Albert Einstein en 1915. En ella, Einstein nos motiva a aceptar que el
tiempo y el espacio no son independientes, sino que se combinan para formar un nuevo objeto de cuatro
dimensiones, llamado espaciotiempo. Gracias a este nuevo concepto, asociamos la gravedad como una
manifestacién de la curvatura del espaciotiempo, y es por tanto un concepto netamente geométrico. Las
ecuaciones de la Relatividad General forman un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales no linea-
les, acopladas y de segundo orden, codificadas en una unica ecuacién tensorial, llamadas las ecuaciones
de Finstein:

G = kT,

En esta notacion, el tensor G, se encarga de codificar la estructura geométrica del espaciotiempo,
mientras que T},,,, llamado el tensor de energia-momento, captura la dindmica de la materia que interactia
con la geometria.

Dentro de la amplia gama de soluciones que admite la teorfa de la Relatividad General estan los
agujeros negros. En lineas generales, un agujero negro esta caracterizado por la existencia de una region
finita R del espaciotiempo, cuya frontera se denomina el horizonte de eventos y que actia como un punto
de no retorno: si una particula cruza el horizonte de eventos e ingresa a la region R, no puede escapar
de ella. Entre las primeras soluciones de las ecuaciones de Einstein estan la solucion de Schwarzschild
(1916) y la de Reissner-Nordstrom, que extiende a la primera para el caso cargado eléctricamente. En la
solucién de Schwarzschild, existe una regién particular (hoy conocida como radio de Schwarzschild) que
llama la atencién, porque las ecuaciones de Einstein divergen al infinito. Tiempo después, se entendid
que este comportamiento no era un problema fisico, sino que una singularidad proveniente de la elecciéon
de coordenadas.

La investigacién de agujeros negros comienza su despegue final terminando la década de los ’50,
donde se entendié la estructura causal del radio de Schwarzschild: las cosas pueden entrar, pero no salir.
Luego se encuentran soluciones de las ecuaciones que describen agujeros negros rotantes (solucién de

Kerr, 1963), y una solucién general de agujeros negros rotantes y cargados eléctricamente (solucién de
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VIII Introduccion

Kerr-Newman, 1965). Israel demostré que bajo ciertas hipétesis, la solucién de Schwarzschild era tnica, y
afirmaciones similares se construyeron para las soluciones de Reissner-Nordstréom y Kerr-Newman. Estos
teoremas de unicidad llevaron a J. Wheeler a formular una conjetura de no-pelo, la cual establece que
todas las soluciones de agujero negro en las ecuaciones de Einstein de gravitacién y electromagnetismo
son caracterizadas inicamente por su masa, carga eléctrica y momento angular, y no hay otras cantidades
fisicas medibles (para los cuales la palabra pelo es una metéfora).

Uno de los momentos més importantes del desarrollo tedrico de los agujeros negros se sitia en la
década de los 70, comenzando por el trabajo pionero de Stephen Hawking que muestra que el area de
los agujeros negros no puede decrecer [5]. Esta idea capturd la atencién de Jacob Bekenstein, que se
cuestiona sobre los efectos que tienen los agujeros negros sobre la Segunda Ley de la Termodindmica
(la cual establece que la entropia de un sistema termodindmico nunca decrece). Bekenstein propone un
experimento muy sencillo, que consiste en un observador situado en el exterior de un agujero negro, que
lanza un objeto con entropia hacia su interior. Después que el objeto cruza el horizonte de eventos, y
luego que el agujero negro vuelve a su estado estacionario, el efecto neto es que la entropia del universo ha
disminuido, al mismo tiempo que el area del agujero negro ha aumentado. Entonces, Bekenstein propone
que el drea del agujero negro es una manifestacién de su entropia [6]. Al ano siguiente Bardeen, Carter
y Hawking, postulan cuatro leyes para los agujeros negros, de donde se concluye que éstos se comportan
en forma andloga a un objeto termodindmico [7]. Sin embargo, esto era mds que una analogia. Fue el
mismo Hawking que en 1975 utiliza argumentos provenientes de la mecanica cudntica en las cercanias
del horizonte de eventos, para mostrar que los agujeros negros tenian una temperatura [§]. A partir
del trabajo de Hawking se confirma inmediatamente la propuesta de Bekenstein, y hoy hablamos, con
propiedad, de la Termodindmica de los Agujeros Negros.

La teoria de la Relatividad General ha tenido incontables éxitos, pero atin no tenemos una descripcién
cuantica de ella. La correspondencia holografica ha sido una nueva fuente de inspiracién para la Fisica
Teodrica, otorgandole una perspectiva diferente a la posible conexién entre la gravedad y la cuantica. En
este camino, esta inspiraciéon ha sido utilizada para explorar algunos fenémenos que ocurren en otras
dreas de la Fisica, como la Fisica de Materia Condensada. En [9] se estudia una solucién de agujero
negro cargado sobre un horizonte plano. La solucién contiene un pelo, el cual imita el comportamiento
de un superconductor. Para encontrar soluciones con pelo, debemos escaparnos de las hipdtesis de la
conjetura de no-pelo. La interaccion entre la Relatividad General con una fuente de materia dada por
un campo escalar no minimamente acoplado, ha sido una manera efectiva de evadir las hipdtesis de esta
conjetura, encontrando soluciones sin constante cosmolégica [10}/11], y con ella [12}[13].

Para un campo escalar ¢, su acomplamiento no minimal se puede modelar agregando al término
cinético la densidad lagrangiana £ = %quSQ, donde R es el escalar de curvatura y £ es una constante de
acomplamiento, llamado pardmetro no minimal. Cabe senalar que en las referencias [10-13] se trabaja
sobre espacios esféricos e hiperbdlicos, y que, considerando Unicamente esta interaccion entre gravedad
y materia, no se conocen soluciones de agujero negro cargados sobre horizontes planos, independiente
de la presencia o no de una constante cosmoldgica. Por el momento, las soluciones que involucran esta
interaccién, también consideran otras fuentes. Es de nuestro particular interés el caso presentado en [14],
donde se analiza el llamado caso conforme, caso en el que el parametro no minimal toma el valor particular
&= %, y se incluyen dos campos axidnicos. Estos corresponden a campos escalares con soporte en las
coordenadas espaciales, y que en la linea de AdS/CFT, pueden ser pensados como operadores escalares
adicionales.

Desde hace un par de anos se sabe que, sobre variedades planas, la presencia de estos campos axionicos
puede llevar a soluciones donde se rompe la simetria traslacional [15]. Siguiendo la inspiracién proveniente
de la correspondencia holografica, estos modelos podrian servir para explicar fenémenos en la Fisica de

Materia Condensada donde la conductividad eléctrica ope sea finita. El articulo |1 tiene como objetivo
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principal extender los resultados de [14], considerando un pardmetro no minimal ¢, el cual en principio
asumimos sin otra restriccién que ser positivo. Para ello, se construye una familia uniparamétrica de
lagrangianos, indexados por un parametro que llamaremos b, cuyo rango de valores queda sujeto en
términos de £ a ciertas condiciones matemadticas y fisicas que surgen naturalmente del analisis.

Las ecuaciones de Einstein provenientes de esta extensién dan origen a dos clases de soluciones de tipo
agujero negro, cuyos horizontes de eventos dependen de la intensidad de carga de los campos axiénicos,
w. Para w > 0, las soluciones con entropia positiva estan solo en el rango 0 < & < i. Sorprendentemente,
en el andlisis de la conductividad de corriente continua opc observamos que existe un valor critico
Eait & 0,1779, a partir del cual, para cualquier £ en el rango .y < € < %, existe una pareja (£,b) tal que
opc — +0o. Desde la perspectiva holografica, esto podria ser un indicador de conductores perfectos, los
cuales tienen precisamente esta caracteristica. El caso w < 0 también es analizado en [1]. A diferencia del
caso anterior, el rango de valores permitidos para £ es discreto, y la temperatura de Hawking asociada
es idénticamente nula. La matriz de conductividad asociada para esta solucién resulta similar a la del
efecto Hall para conductores perfectos.

La correspondencia AdS/CFT permite obtener informacién sobre teorfas cudnticas de campos fuer-
temente acopladas a partir del estudio de su equivalente gravitatorio. La teoria de campos que da origen
al nombre tradicional con el que se conoce a esta equivalencia es la Teoria de Campos Conforme (CFT
por sus siglas en inglés), que consisten en teorfas cudnticas que son invariantes bajo la accién del llamado
grupo conforme. Es decir, las CFTs son teorias cuanticas de campos invariantes a traslaciones, rotaciones,
dilataciones y a una transformacién conforme especial, la cual puede ser pensada como una traslacion,
seguida y precedida por una inversion. Queremos, en particular, desviar la atencién hacia el caso en dos
dimensiones, donde el grupo conforme es infinito dimensional.

La entropia de un sistema cuantico representa el nimero de configuraciones de los microestados del
sistema. En el caso de una CFT en dos dimensiones, ésta es capturada por la férmula de Cardy, la cual
establece que la entropia puede ser calculada utilizando las cargas centrales presentes en la teoria. Brown
y Henneaux, en 1986, consideraron el espaciotiempo Anti-de Sitter en 3 dimensiones, y observaron que el
grupo de sus simetrias asint6ticas era isomorfo a dos copias del grupo conforme dos dimensional [16]. Con
ello, mostraron que el dlgebra de las cargas conservadas correspondia a dos copias de la extension central
del grupo conforme. En 1992, M. Banados, C. Teitelboim y J. Zanelli presentan la primera solucién de
agujero negro en 3 dimensiones, considerando la Relatividad de Einstein con una constante cosmoldgica
negativa [17]. Luego, en 1997, previo al trabajo que da origen a AdS/CFT, Strominger |18] conecta ambos
resultados: las simetrias asintéticas del agujero negro BTZ correspondian a las de AdS, y la férmula de
Cardy aplicada sobre esta solucién reproducia correctamente la entropia de Bekenstein-Hawking. Este
resultado, y la irrupciéon de la correspondencia hologréfica, incentivaron diversas generalizaciones de
la férmula de Cardy. La férmula de Cardy-Verlinde es una extensién dimensional que se aplica sobre
aquellas teorfas fuertemente acopladas que tengan un dual AdS [19]. Para el caso particular de teorfas
de gravedad en tres dimensiones, la férmula de Cardy se ha extendido a espacios anisotrépicos [20], asf
como también a espacios que rompen la propiedad de hiperescalamiento [21H23].

No obstante lo anterior, existen casos donde ninguna de las anteriores se puede aplicar [24]. Por
ejemplo, la formula de Cardy-Verlinde no se puede aplicar cuando la variedad de base es un plano,
puesto que en su derivacion la entropia resulta ser proporcional a la raiz cuadrada de la curvatura y
sobre variedades planas ésta se anula idénticamente. Otro ejemplo es la solucién [25], la cual corresponde
a una solucién de tipo agujero negro en 3 dimensiones para una extensién de la teoria de la Relatividad
General, incorporando una fuente de materia consistente en un campo escalar minimamente acoplado
(¢ =0), y un potencial que depende de este campo escalar. Esta solucién es particularmente interesante,
puesto que aun cuando la férmula de Cardy se puede aplicar, el resultado no coincide con la entropia de

Bekenstein-Hawking [26]. Es precisamente en [26] donde se menciona como una posible justificacién el
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hecho que esta solucién y la solucion BTZ estdn “desconectadas”, en el sentido que no se puede deformar
continuamente una de las soluciones para llegar a la otra. Esta desconexién podria ser la responsable que
la férmula de Cardy funcione sélo para una de las soluciones, y por lo tanto, los autores se preguntan por
la existencia de una formulacion a la Cardy que pueda responder correctamente a la entropia en ambos
sectores. En este espiritu observan que haciendo algunas redefiniciones, la férmula de Cardy puede ser
escrita de tal modo que no existe una dependencia explicita de las cargas centrales y, en su defecto, se
necesita la existencia de una brecha de energfa entre el estado fundamental (la configuracién con menor
energfa) y la energia del agujero negro. Como ambos sectores estén desconectados, entonces perfectamente
se puede pensar que tienen estados fundamentales distintos, que también estardn desconectados. Bajo
esta mirada, se sitia al espaciotiempo AdSs como el estado fundamental del sector BTZ, y a una solucién
de tipo solitén como el estado fundamental del otro sector. La solucién de tipo solitén comparte con AdS3
tres caracteristicas, que las usaremos para definir a lo largo de esta tesis un solitdn gravitatorio: (i) es
una solucién regular de las ecuaciones de Einstein, (ii) carece de constantes de integracién y (iii) tiene
asociada una energia negativa.

Capturando los ingredientes mencionados, en el trabajo |2| se deriva una férmula para calcular la en-
tropia de cualquier solucién de agujero negro en horizontes planos, que estén caracterizados por su masa,
carga eléctrica y momento angular, extendiendo ademéds la formulacién propuesta en [26] a dimensién
arbitraria, con o sin anisotropia, y con o sin propiedad de hiperescalamiento. Nuestra propuesta es vélida
siempre que la entropia S y la temperatura T' estén relacionadas mediante una ley de potencias de la
forma S ~ T%#/% donde deg es una dimensionalidad espacial efectiva, y z es el exponente dindmico,
responsable de la posible anisotropia del espaciotiempo.

Otro camino a través del cual se puede explorar la correspondencia AdS/CFT es mirar directamente
extensiones gravitatorias de la Relatividad General. Entre ellas, una de las que mas éxito ha tenido
es la llamada Teoria de Lovelock |27], la cual consiste en una familia de lagrangianos construida con
invariantes de orden superior en la curvatura, y que tiene como ingrediente principal que las ecuaciones
de movimiento que genera para la métrica son de segundo orden. El lagrangiano de orden k de la familia
de Lovelock tiene una contribucién efectiva en las ecuaciones de movimiento sélo si la dimensién del
espaciotiempo es D > 2k + 1. Adem4s, evitando términos de torsién o provenientes del dual de Hodge, se
puede mostrar que en cuatro dimensiones el unico lagrangiano que admite ecuaciones de segundo orden
para la métrica es el de Lovelock, el cual no es otro sino que la Relatividad General de Einstein, acoplada
con una constante cosmoldgica.

En D = 5, la teoria de Lovelock admite un nuevo término, de orden dos en la curvatura, y que
conocemos en la literatura como el término de Gauss-Bonnet. Cuestionarse la unicidad surge entonces
como una pregunta natural, y hoy podemos responder a esta pregunta en forma negativa, gracias al
trabajo realizado por Oliva y Ray [2§] y, simultdnea e independientemente por Myers y Robinson [29],
quienes presentan una teoria construida con invariantes cubicos. Estas teorias, llamadas Gravedades
Cuasitopoldgicas, son construidas fijando a priori la métrica de base a variedades con simetria esférica,
planar e hiperbdlica. A diferencia de las teorias cuasitopoldgicas, la construccién de Lovelock considera un
tensor métrico g, arbitrario, y es quizas el motivo por el que los términos de esta utlima familia presentan
las restricciones dimensionales que mencionamos en el parrafo anterior. A juzgar por los resultados que
se conocen de las gravedades cuasitopoldgicas, agregar ciertas condiciones de simetria sobre el tensor
métrico permite construir teorias con invariantes puramente gravitatorios de érdenes mayores a los que
permite la construccién de Lovelock. Pero, jhasta qué orden se puede llegar?. En |30 se ha conjeturado
que podremos encontrar combinaciones para cualquier orden. El trabajo [3] afirma que en D = 5, las
teorias cuasitopoldgicas existen al menos hasta el quinto orden de curvatura. Ademds de encontrar una
combinacién de invariantes de orden cinco cuyas ecuaciones de movimiento son de segundo orden sobre

horizontes esféricos, planos e hiperbdlicos, probamos todas las propiedades que definen a una teoria
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cuasitopoldgica: la soluciéon més general es estatica; la teoria admite soluciones de tipo agujero negro con
decaimiento AdS y las ecuaciones linealizadas son de segundo orden, lo cual es un indicador que nuestra
teoria cuasitopoldgica es libre de fantasmas. Una demostracion formal de la conjetura es, hasta la fecha,
un problema abierto.

Para desarrollar todas estas ideas con mayor detalle, esta tesis se organiza de la siguiente manera:
En los capitulos 1 y 2 se exponen los conceptos preliminares, que permiten entender mejor los trabajos
realizados a lo largo de esta tesis. El capitulo 1 sintetiza las principales herramientas que se ocupan
transversalmente en esta tesis, ademdas de presentar algunas de las soluciones clasicas de agujeros ne-
gros, que fueron relevantes para este trabajo. El capitulo 2 expone, en forma compacta, los conceptos
preliminares de la conductividad eléctrica, desde las Ecuaciones de Maxwell hasta la teoria BCS de la
superconductividad.

En los capitulos 3,4 y 5 se exponen los articulos [1H3] respectivamente, con algunas consideraciones
previas que son especificas a cada trabajo. Primero, en el capitulo 3, desarrollaremos las ideas esenciales
de los articulos [311)32], donde se presenta un procedimiento a través del cual podemos obtener la conduc-
tividad de manera “holografica”, a partir de expresiones expresiones que son evaluadas en el horizonte
de eventos de un agujero negro. En el capitulo 4 introduciremos brevemente la Férmula de Cardy, y
expondremos en concreto las ideas del articulo [26], el cual da origen a una formulacién alternativa del
trabajo de Cardy utilizando un soliton gravitatorio como el estado fundamental de la teoria en lugar de
usar las cargas centrales. Los puntos esenciales de la construccion de la teoria de Lovelock y de la teoria
cubica cuasitopolégica quedan en el capitulo 5. Por ltimo, el capitulo 6 expone algunas conclusiones y

comentarios finales.



Capitulo 1

Generalidades

1.1. Conceptos Generales

El siguiente capitulo estd enfocado a la presentacién de los contenidos preliminares que son de vital
importancia a lo largo de esta tesis. Para ello se ha extraido la informacién mayoritariamente desde las
referencias [33136] sin seguir ningin orden en particular. Cuando sea necesario, otras referencias con

contenido especifico seran agregadas a lo largo del desarrollo de este capitulo.

1.1.1. Transporte Paralelo

La nocién de transportar paralelamente un vector tangente se asemeja al concepto intuitivo de moverlo
“apuntando siempre en la misma direcciéon”. Esta idea nos permite diferenciar, por ejemplo, un plano
de una esfera. En un plano, si se transporta paralelamente un vector alrededor de un camino cerrado, el
vector final siempre coincide con el vector inicial. En la esfera, este no siempre es el caso.

Peor atin, en una variedad arbitraria no tenemos una nocién natural para este concepto. La razon
principal es que los espacios tangente de dos puntos p, ¢ distintos son espacios vectoriales diferentes, y
por lo tanto, no hay forma de decir que un vector en p es el mismo que un vector en ¢. Sin embargo, saber
como transportar paralelamente un vector es equivalente a saber derivar campos vectoriales. Si sabemos
como transportar un vector en forma paralela a lo largo de una curva, podemos definir la derivada
direccional de un campo vectorial en la direccién dada por la curva. Reciprocamente, si conocemos cémo
derivar campos vectoriales, podemos definir que un vector es transportado paralelamente si la derivada
a lo largo de la curva se anula.

Una derivada covariante V es una aplicacién que transforma un (i,j)-tensor en un (i,j+1)-tensor
V. %(,5) — %(i,j+1)
que satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad: V(T + S) =VT + VS.

[\

. Regla de Leibniz: V(T @ S) = (VI) @ S+ T ® (VS).
3. Conmuta con las contraccion: V#(T)B\p) =V, ( ‘f\p)y‘.

g

4. Para un escalar (o (0,0)-tensor) f, Vf = 0f.
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Figura 1.1: El vector es transportado paralelamente a lo largo de un camino cerrado. Primero es enviado
desde el polo norte (N) al sur (S) por el meridiano rojo y luego regresa por el meridiano verde. El vector
inicial y el final no son el mismo.

Formalmente, para un (i,j)-tensor 7' cuyas componentes son T##2Hi vy SU derivada covariante es

2.

12 g _ W12 g 131 A2 g . i U2 A
VUT 11/1112...11]' - aUT 11/1112...11]' + F o’)\T 11111/2...1/]' + + F o')\T Vivz...V;
T K12 1 L. T M2 1
r O'VlT Avg...vj r O'VjT [ ZR 2N (11)

y la conexién F)‘W se conoce como los Simbolos de Christoffel, que definidos en funcién de la métrica g,

son

1
]‘—O\/»w = §g>\o(a#gua + 31»9#0 - aag;w)~ (12)

Luego, un tensor T es transportado paralelamente a lo largo de la curva z#()\) si

dx*
;—)\V#T = 0. (1.3)

En particular, una geodésica es una curva x#(\) a lo largo de la cual su vector tangente es transportado

paralelamente.

1.1.2. Curvatura y Tensor de Riemann

En virtud de la definicién de transporte paralelo, una variedad se dice plana si el transporte paralelo
de un vector a través de cualquier camino cerrado resulta el mismo vector al retornar al punto de salida,

y se dice curva si no es plana.

A partir de estas definiciones, resulta natural intentar construir una estructura matematica que nos
permita cuantificar qué tan curva es una variedad. Y para eso, se puede ver que la derivada covariante
de un tensor T en una cierta direccién z#*, estd midiendo cudnto cambia T en relacion a lo que hubiese
sido este tensor tras ser transportado paralelamente en la misma direccién. Por lo tanto, el conmutador

de dos derivadas covariantes mide la diferencia entre ser transportado paralelamente en una direccion
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respecto del orden opuesto. Asi,

V., V,JV? =V, V,VF -V, V, V"
= (07,5 = 0,17, + 17 T, =17, \TA, V7 =217, VAV
=R, V7 =T,V \V*,

donde R?, ,, es el Tensor de Riemann, y T ’\W el Tensor de Torsién:

Re, =01, — 0,17, + 17 T, —T" T, (1.4)
A _ oA
T, =217, (1.5)
A lo largo de esta tesis se trabajard con la hipdtesis que no hay torsién, lo cual da paso a F)‘[W] =0,
y en consecuencia,
[VIM VZI]VP = Rg'p,uva' (16)
Utilizando la métrica g, para bajar indices,
R/\o,ul/ = gApRpa'My? (17)
se pueden deducir las siguientes propiedades:
1. R)\U;J,V = _R0'>\/,LV
2. R)\U/Lv = 7R)\O’D[L
3. R)\O',u,u = R/u/)\o'
4. R)\U;u/ + R)xl/au + R)xuuo' =0
5. Identidad de Bianchi: VyRyopy + VeRyxuw + VaRenu = 0.
Ademas, realizando una contraccién del tensor de Riemann obtenemos el Tensor de Ricci:
R/LV = R)\;L)\ln (1 8)
cuya traza se llama el escalar de Ricci, o curvatura escalar:
R=g¢g""R,,. (1.9)
Por otra parte, el Tensor de Einstein se define como
. 1
Gm/ = Ruu - §guuRa (1'10)
y se observa que realizando una doble contracciéon en la identidad de Bianchi se obtiene
1
V¥R, = ivuR, (1.11)

o equivalentemente,
VG = 0. (1.12)
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1.1.3. Vectores de Killing

Sean M, N dos variedades, sea ¢ : M — A una aplicacién suave entre ellas, y sea f : ' — R una

funcion suave:

1. f induce naturalmente una funcién p* : M — R que se conoce como el pullback de f, dada

simplemente por la composicién
pt=fop (1.13)

2. Un campo vectorial X € T, M puede ser pensado como un operador diferencial que mapea fun-
ciones suaves en R, por lo que podemos aplicar el operador X al pullback de f, definiendo asi el

pushforward del vector X como

Oy : Tp./\/l — TLP(P)N
P (X) = X(¢7)

3. Las nociones de pullback y pushforward se generalizan trivialmente a (0,j)-tensores o a (i,0)-tensores

respectivamente (aplicando coordenada a coordenada).

4. Cuando ¢ es un difeomorfismo entre las variedades, se puede usar ¢ (y ahora también ¢~ 1) para

definir la nocién de pullback y pushforward sobre tensores arbitrarios.

Diremos que una curva z(t) es una curva integral de X si para cada t, el vector tangente en el
punto z(t) es X. Equivalentemente, se dice que X genera la curva z(t). En término de sus componentes,

la curva integral estd definida de modo que satisface

dzt(t)
dt

= XH(x(t)). (1.14)

Una curva integral generada por algin campo vectorial X, define una familia uniparamétrica de difeo-

morfismos o, : M — M, tales que
1. g9 = 1(z)
2. 0105 = Ot4s
3. (o) t=0_4.

Podemos usar o, para mover un (i,j)-tensor 7" a lo largo de la curva integral generada por X. Nos interesa
comparar el tensor resultante y el original, pero estdn definidos sobre puntos distintos. Por este motivo
usamos el pullback para traer la imagen de T al punto inicial. Esta comparacion se utiliza para definir

la derivada de Lie del tensor T respecto del vector X,

o T —-T
LxT = lim _67, (1.15)
e—0 €
0 en término de sus componentes
ACXT#llLQm#;lug...yj = XUVO'TMI#2W”;1V2.“V]- - (V)\X'ul)TA'u}“#;/]llg.“l/j e
7(v>\X'ui)Tuluz.”ﬁlllg...l/j + (VVlX/\)TﬂllLQ'”#;\l/Q...Vj + t
A e b
+(ijX )TMIIJ& Mlllllg...)\'

Diremos que o es una simetria sobre el tensor T si

T =T, (1.16)
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lo que se traduce en

LxT =0. (1.17)

Para el caso del tensor métrico g,,, la definicién anterior en términos de sus componentes (1.16) se

reduce a
»CXg;w = Xavag,uu + (V/_LX/\)Q/\V + (VVX/\)Q;L/\ = v,uXu + VVX/_M (118)

y sus simetrias (también llamadas isometrias) definen a X como un vector de Killing. En otras

palabras, X es un vector de Killing si
V. X, +V,X, =0. (1.19)

Usando (1.6) y (1.19), podemos encontrar una relacién entre los vectores de Killing y el Tensor de
Riemann:

V.V X, =R, ,Xs (1.20)

Diremos que un difeomorfismo o es una transformacién conforme sobre la métrica g, si existe

una funcién € tal que
U*guu = QQQW (121)

El generador infinitesimal X de esta transformacién conforme se llama vector de Killing conforme,

y para un espaciotiempo de dimensién D, la ecuacién de Killing conforme es
2 on
VX, +V, X, = E(V X,)9u- (1.22)

Una métrica g, se dice estacionaria si posee un vector de Killing tipo tiempo (de norma negativa)
cerca del infinito espacial. Cuando una métrica es estacionaria, podemos elegir para ella un sistema de
coordenadas (t,x!,22,...) tal que el vector de Killing es X = 0;, y ademés 0tguw = 0. Por otra parte,
una métrica g,,,, se dice estatica si es estacionaria, y el vector de Killing tipo tiempo es ademds ortogonal
a una familia de hipersuperficies. Una métrica es estdtica si es invariante por el cambio ¢ — —t (es decir,
si nos movemos hacia atras en el tiempo), lo que se traduce en que la métrica no puede contener términos
cruzados de la forma dtdz* (con p # {t}).

Una de las aplicaciones mds importante de los vectores de Killing radica en el hecho que pueden ser
utilizados para construir cargas conservadas en la Relatividad General de Einstein. Desde una perspectiva
general, comenzamos con una (D-1)-forma w, y sea V la 1-forma obtenida a través del dual de Hodge,
es decir

w=*V

No es dificil ver que la derivada exterior dw estd relacionada con la divergencia de su dual de Hodge V
en la siguiente forma

dw=d(+xV) =V, Vi/—g d’x

De donde vemos que, si V' es un vector de divergencia nula (V,V*# = 0), entonces d(xV) = 0 y por lo

tanto definimos la carga que pasa a través de la hipersuperficie X a través de la expresion

Qs = 7/ *V = 7/ dPty /|y In, vV, (1.23)
> >
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donde 7y es la métrica inducida sobre la hipersuperficie > dimensional, y n,, es un vector unitario normal.

En el caso particular de los vectores de Killing, estos definen cargas conservadas por intermedio de

la corriente definida con el tensor de energia momento TH":
Jh=X,T". (1.24)

Esta relacién “simetria-carga” es de vital importancia en la Fisica actual. Si X, es de tipo tiempo
(si satisface g, X* X" < 0) la métrica puede escribirse en una forma donde es independiente de la
coordenada temporal, y por lo tanto, la carga asociada se define como la energia total del sistema.
De forma similar, los vectores de Killing tipo espacio (g,, X#X" > 0) se pueden usar para definir cargas
asociadas al momentum, o al momentum angular. A lo largo de esta tesis, iremos explorando mas en

profundidad esta relacién.

1.2. Soluciones Clasicas de Agujeros Negros

De acuerdo a las Leyes de Newton, en ausencia de fuerzas externas, el comportamiento de un objeto
dentro de una caja en reposo es indistinguible del comportamiento de otro que viaja dentro de una caja
a velocidad constante. Por otro lado, sabemos desde la época de Galileo que el comportamiento de dos
objetos es caida libre es idéntico, independiente de su masa. Esto sugiere que la gravedad es universal,
en el sentido que afecta a todos los objetos por igual. Esta idea lleva a Einstein a proponer que un objeto
en caida libre es también indistinguible del comportamiento de un objeto dentro de una caja en reposo,
pues tanto la caja como el objeto se veran afectados por la gravedad. Para Einstein, esta universalidad de
la gravedad estd relacionada a una condicion intrinseca del espaciotiempo: su geometria. La interaccion

entre la geometria del espacio y la materia esta plasmada en las Ecuaciones de Einstein:
Gy = 81GTy,. (1.25)

En el lado izquierdo estd el Tensor de Einstein 7 que codifica los términos relacionados a la
geometria del espaciotiempo. Al lado derecho, en el Tensor de Energia-Momento estan los compo-
nentes de la materia que interactia en él. Esta interaccién geometria-materia nos ayuda a predecir cémo
la materia afecta sobre la geometria del espaciotiempo, al mismo tiempo que la geometria afecta en el
movimiento de la materia. En cuatro dimensiones, las ecuaciones de Einstein forman un sistema de 10
ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden, lo que hace que sean muy dificiles de re-
solver analiticamente. Para simplificar la dificultad, ciertas restricciones adicionales deben ser impuestas.
Una de las simplificaciones més usuales, como veremos més adelante, es imponer ciertas condiciones de

simetria sobre el problema.

1.2.1. Formulacién Lagrangiana

El Principio de Minima Accién es un camino alternativo para deducir las ecuaciones de Einstein.
Consideramos una accién S que depende de una coleccién de campos que etiquetamos por ®, y buscamos

los puntos criticos de la integral definida por
S = / dPx\/=gL(®,V,P) (1.26)
M

Buscar un extremo es equivalente a pedir que la accién sea estacionaria para pequenas variaciones de
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®, gracias a lo cual se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange,

dac oL
a3 Ve (W) = 0. (1.27)

Hilbert se interes6 en la accién definida por
SgH = / dPx\/—gR, (1.28)
M

donde el campo dindmico es la métrica g, y R es el escalar de curvatura. Como las derivadas covariantes
de la métrica se anulan idénticamente, no podemos aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange, y en este
caso debemos calcular la variacién de la accién y pedir que sea estacionaria para variaciones pequenas

de g,.. Al realizar esta variacién, se obtiene

1 5SEH
V=9 09w

donde G, es el tensor de Einstein. Esto motiva que la accién ([1.28) se denomine usualmente Accién
de Einstein-Hilbert.

De manera similar, si definimos la accién

=0 = G, =0, (1.29)

1
S = ESEH + Swm, (130)

donde Sy, es la accién para la materia, la variacion respecto de la métrica es

1 48 1 1 6Su
V') ngw kY V') 69/41/ ( )
podemos ver que ([1.31)) recupera (1.25)) tras definir k = 167G y
2 6Sy
T, = (1.32)

- V=9 59;“/7

que serd el Tensor de Energia-Momento.

1.2.2. Agujero Negro de Schwarzschild

Pocos meses después de la formulacion final de las ecuaciones de Einstein, una solucién exacta de
ellas fue determinada por Karl Schwarzschild en 1916. Para simplificar la dificultad de las ecuaciones en
general, Schwarzschild consider6 las ecuaciones de Einstein en el vacio (ausencia de campos de materia)
lo cual se traduce a resolver G, = 0, y por consiguiente, las unicas incégnitas son las componentes de la
métrica g,,,, del espaciotiempo. Restringiéndose en forma adicional a la biisqueda de soluciones estéticas

y con simetria esférica, la métrica de Schwarzschild es
2GM 2GM\ "
ds* = — (1 — G> dt* + <1 - G) dr® 4 r2dQ?, (1.33)
r r

donde el pardmetro M representa la masa total en unidades donde ¢ = 1, y dQ? es la métrica de S?,
d¥? = d6? + sin® 0 d¢. Esta solucién fue originalmente interpretada como la geometria descrita en el
exterior de una estrella estatica y esférica.

La métrica de Schwarzschild tiene, claramente, problemas de indole matematicoen r =0y r = 2GM.

La primera es realmente una singularidad de la curvatura, lo cual se manifiesta, por ejemplo, en el escalar
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de Kretschmann,

48G2M?

aByd _
s =5

Rasy (1.34)
Sin embargo, la segunda es sélo una singularidad provocada por la eleccién de las coordenadas. En

efecto, si uno escoge las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes definidas por

w=t+/ (1— 2GM)1 dr, (1.35)

r

obtiene

2GM
ds? = — <1 - i) dv? + 2dvdr + r*dQ? (1.36)

Si bien el término g,, se anula cuando r = 2GM, esté relacionado al hecho que el vector de Killing

X = 0, cambia de ser tipo tiempo en la region r > 2GM a un vector de tipo espacio en r < 2GM.

Notemos que las geodésicas nulas (g, 24" = 0) sobre la hipersuperficie d§2 = 0 satisfacen

b=0, o - == (1.37)

P_dr_1( 2GM
0 dv 2 ’

r

Luego, una particula siguiendo la trayectoria descrita por © = 0 (geodésica entrante) no experimenta
ningin problema al viajar desde r = co a r = 0. Respecto de las segundas, la regién r < 2GM es de
dr

dv

cualquier objeto que avanza en el tiempo es inevitablemente arrastrado hacia la singularidad » = 0. La

especial interés, porque < 0 en ella. Esta desigualdad nos dice que, si estamos dentro de la regién,
superficie r = 2GM es llamado el horizonte de eventos, y la regién » < 2G M se denomina un agujero
negro. Notemos que en el interior de un agujero negro, la superficie r = cst es de tipo espacio, y en
particular, también lo es la singularidad r = 0. La singularidad no estd en una ubicacién particular del
espacio, pero si en un tiempo particular. Dentro de un agujero negro, la singularidad esta en el futuro

de cualquier particula y no puede ser evadida.

1.2.3. Agujero Negro de Reissner-Nordstrom

Pocos anos después de la solucién de Schwarzschild, Reissner y Nordstrom presentaron una solu-
ciéon que representa un agujero negro cargado eléctricamente. Para esto, consideraron un campo elec-
tromagnético, el cual se representa por medio de un tensor antisimétrico F),,, definido por Fj,, =
O0uA, — 0,4, donde A, se conoce como el vector potencial.

Para derivar la solucién, podemos usar la accion incluyendo un término de materia para

representar la interaccion de la gravedad con el electromagnetismo. La acciéon queda descrita a través de:

1 1
Slguw, Ay :/d‘l:cx/—g {R ZFMFQB , (1.38)

167G
donde ahora tenemos 2 campos dinamicos, y por lo tanto, debemos pedir que la accién sea estacionaria

para pequenas variaciones de ambos. Esto da origen a las siguientes ecuaciones tensoriales:

0S 1 1
— T = 1.
0Guw 0 167TGGW 2 0, (1.39)

)
— V, FFP = 1.4
5 . 0 —t m 0’ ( O)
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donde el tensor de energia momento T},, estd dado por
A 1 af
T = FunF,)" — zngaBF

Restringiéndose a espaciotiempos estaticos y con simetria esférica, la solucion de Reissner-Nordstrom

esta dada por

2GM 2 2GM 2\ 7!
ds? = — (1= 2CM (GO o () 26M GO dr? 4+ r?dQ?, (1.41)
r2 r r2
Q
Fo = 2

donde M, Q) son constantes de integracion, asociadas a la masa y la carga eléctrica, respectivamente.

Al igual que en el caso de Schwarzschild, » = 0 es una singularidad de la curvatura, que se puede ver

a través del escalar

48G?(Mr — Q*)% + 8G*Q*

9
RaﬁWSRaBW = r8

(1.42)

sin embargo, la existencia de un horizonte de eventos para esta solucion estd ligada a una relaciéon entre
la masa M y la carga Q:
GM? - Q?*>0.

Cuando GM? < @2, la funcién métrica 1 — % + %2 es siempre positiva, lo que implica que la
singularidad r = 0 es una singularidad desnuda (no cubierta por un horizonte de eventos). Sin embargo, la
conjetura de censura césmica débil establece esencialmente que todas las singularidades producto de
un colapso gravitatorio estan cubiertas por horizontes de eventos. Por esta razén, en general se considera

que este caso no es fisicamente aceptable.

Por su parte el caso GM? = Q? (o VGM = Q si asumimos que las cargas son positivas) se llama
usualmente la solucién extremal. El horizonte de eventos estd definido por r1 = GM, y la métrica de

la solucién (1.41]) toma la forma

2 —2
ds? = — (1 - Gi”) dt? + (1 - G;M) dr? + r?dQ>. (1.43)

La solucion extremal es a menudo examinada para estudiar el rol de los agujeros negros en gravedad
cuéntica [34]. La condicién de extremalidad da origen a propiedades interesantes. Por ejemplo, la Tempe-
ratura de Hawking (seccién sobre esta solucién es idénticamente nula. Ademads, dos agujeros negros
extremales con las mismas cargas se atraerian gravitacionalmente, pero al mismo tiempo se repelerian

eléctricamente, cancelando sus efectos.

El dltimo caso GM? > @Q? es también interesante, pues tenemos dos horizontes de eventos, a los
que llamaremos horizonte interior, r_, y horizonte exterior, r4, con r— < r;. Un observador situado
en la region r > r; que atraviesa el horizonte exterior, experimenta una situacién similar al caso de
Schwarzschild y es arrastrado en la direccién de la singularidad. Sin embargo, al cruzar el horizonte
interior, la coordenada radial cambia a ser tipo espacio otra vez, y por lo tanto, la singularidad (que
ahora verfa como una singularidad desnuda) puede ser evitada. Mds aun, el observador podria elegir
cruzar otra vez el horizonte r_, la coordenada radial vuelve a cambiar a tipo tiempo, pero esta vez
el observador seria forzado a moverse hasta cruzar el horizonte exterior. Una vez cruzado el horizonte

exterior, el observador podria elegir volver a entrar, y asi viajar eternamente.
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1.2.4. Agujero Negro BTZ

Poco tiempo después de la formulacién final de la Relatividad General, se piensa en la posibilidad
que exista una densidad de energia intrinseca al espacio vacio. Es natural pensar que, por estar en
el vacio, esta densidad no tenga una direccién preferida, por lo que se asume constante sobre todo el
espaciotiempo. Es por este motivo que al construir un tensor de energia momento asociado a la densidad
del vacio, éste debe ser proporcional a la métrica, vale decir, T3 = —pyacgyw- Todo esto lleva a modificar

las ecuaciones de Einstein de la siguiente forma:

G = 87TG(TSLM + 175, (1.44)
0 mejor
Guv + Mg = 87GT, (1.45)

donde la constante cosmolégica A (que fue introducida por Einstein en otro contexto [34]) estd

relacionada con la densidad del vacio a través de

Pvac
A= .
8rG

Tras considerar una constante cosmoldgica A en D = 4 dimensiones, se pueden construir las exten-
siones naturales de las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom. El rol del término cosmolégico
se ve reflejado en la métrica, que en el caso cargado eléctricamente se lee

2GM  GQ?
+Q

5 -

fr) =217 +1-

1.4
3 T r (1.46)

La locacion del horizonte de eventos esta relacionada a las soluciones de un polinomio de grado 4 en r
(grado 3 en el caso @ = 0). En el caso Q = 0, M > 0, A < 0, el Teorema del Valor Intermedio nos asegura
la existencia una unica raiz positiva r = r4, que asociamos al horizonte de eventos.

Estas propiedades son motivacién suficiente para buscar soluciones de agujero negro en dimensién
arbitraria. Sin embargo, debieron pasar casi ocho décadas desde la formulacién de Einstein para que la
primera solucién de agujero negro en tres dimensiones fuera presentada.

El agujero negro BTZ (en honor a sus autores: M. Banados, C.Teitelboim y J.Zanelli) es la solucién en

tres dimensiones de las Ecuaciones de Einstein, sin términos de materia, con una constante cosmoldgica

1
La solucién BTZ esta dada por la métrica
2 2 2 2\ 1 2
e (" _we I Nae e (e Y a2 (a2
ds® = (52 M+4r2>dt +(€2 M+4r2> dre+r (qu 27‘2dt> , (1.47)

con —00 <t < 00,0 <r<o00,0<¢<2m y M,J son constantes de integracién representando la masa
total y el momento angular, respectivamente.

La funcién métrica admite dos soluciones, r_,ry dados por

1/2

M J\

las cuales son reales y positivas si se satisfacen las condiciones M > 0, |J| < M{. En ese caso, la raiz r

es identificada como el horizonte de eventos del agujero negro. Una de las propiedades mas llamativas



1.3. TERMODINAMICA DE AGUJEROS NEGROS 11

de la solucién BTZ se puede apreciar en el caso estético, que (dada la forma de la solucién) equivale
a J = 0. La singularidad » = 0 es una singularidad cubierta por un horizonte de eventos siempre que
M > 0. El caso M = 0 se conoce como el estado vacio, es decir, cuando hacemos que el tamano del

horizonte de eventos tienda a cero. Cuando M < 0, sobre la métrica

2 r’ 2 r’ - 2 272
ds® = — fz_M dt” + ﬁ_M dr® + r<de¢*, (1.49)
t
podemos aplicar el difeomorfismo r — /—Mr , t +— ﬁ , O \/%, obteniendo
2 r? 2 r? - 2 25,2
ds :—<£2—|—1>dt —|—<€2—|—1> dr® 4+ rde¢”. (1.50)

A simple vista se podria pensar que todas las configuraciones son iguales, pero la sutil diferencia entre
todas ellas estd en la naturaleza del dngulo ¢, pues tras aplicar el difeomorfismo se genera un déficit (o
exceso) angular dado por A = 27(1 — v/—M). De todas estas configuraciones, se ve claramente que el
caso M = —1 es una solucién completamente regular, conocida usualmente como espaciotiempo Anti-de
Sitter (AdS3). Se puede pensar que AdS3 es una “cota inferior” de configuraciones fisicamente acepta-
bles, separado del espectro de agujeros negros por una brecha de energia. No se puede deformar AdSs
continuamente para llegar al estado vacio, pues eso implicaria atravesar por todas las configuraciones
donde la singularidad existe, pero es una singularidad desnuda. En la seccién veremos con un poco
mas en profundidad el espaciotiempo Anti-de Sitter, y presentaremos una construccién mas general de

él.

1.3. Termodinamica de Agujeros Negros

1.3.1. Leyes de la Termodinamica

Los inicios de la construccién de las Leyes de la Termodindmica para los agujeros negros pueden
marcarse en 1972, cuando Hawking muestra que el drea del horizonte de eventos no puede decrecer [5].
Esto hace que Bekenstein [6] formule que la entropia debe estar relacionada al drea del horizonte de
eventos: si estamos en el exterior de un agujero negro y arrojamos un objeto con entropia hacia él, hemos
disminuido la entropia del universo, al mismo tiempo que hemos aumentado el drea de su horizonte de
eventos. Luego, el aumento en el area deberia ser visto como una manifestacién del cambio en la entropfia.

Con esa idea, en primera instancia Bekenstein formula que la entropia debe regirse por

A

5:77%,

donde 7 es un ntimero sin dimensiones. Posteriormente, en 1973, Bardeen, Carter y Hawking [7] postulan
cuatro leyes para la mecanica de los agujeros negros, en analogia con las cuatro leyes de la Termodindmica
clasica. En este trabajo introducen un concepto que se llama gravedad de superficie, cuyas propiedades

se comportan en forma andloga a la temperatura en la termodindmica clésica.

Podemos definir la gravedad de superficie como sigue. Sea X* un vector de Killing, y sea ¥ una
hipersuperficie nula. Si X* se anula sobre ¥, decimos que ¥ es un horizonte de Killing de X*. A
cada horizonte de Killing podemos asociar una cantidad llamada gravedad de superficie, denotado

usualmente por k. El vector de Killing X*#, a lo largo de la hipersuperficie ¥ satisface la ecuacién de
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geodésica

XIV, XY = —kX", (1.51)
a partir de la cual se puede probar que

1
K2 = —=(V,.X,)(VFXY)| . (1.52)
2 b
Las Leyes de la Termodinamica fueron formuladas inicialmente en D = 4 dimensiones, para un
agujero negro asintéticamente plano, tinicamente caracterizado por su masa M, su momento angular J

y su carga (. Los cuatro postulados son los siguientes:

Ley Cero:

La gravedad de superficie x es constante sobre el horizonte de eventos.

Primera Ley:

Para dos agujeros negros estacionarios diferenciados tnicamente por pequenas variaciones de sus
parametros M, J, Q,

K
M = ——6A+QudJ + dyo 1.53
g0 A+ QudT + 26Q, (1.53)

donde Qg es la velocidad angular y & es el potencial eléctrico sobre el horizonte.

Segunda Ley:

El area del horizonte de eventos de un agujero nunca decrece, es decir,

0A > 0.

Tercera Ley:

Es imposible bajo algin proceso fisico que la gravedad de superficie se anule.

Si bien las Leyes fueron formuladas originalmente para una clase particular de espaciotiempos, son
lo suficientemente robustas para ser extendidas a otras dimensiones, mas cargas y momentos angulares,

y otras clases de soluciones “negras” como cuerdas, anillos y branas.

1.3.2. Temperatura de Hawking

Quizas el resultado més sobresaliente de Hawking es mostrar que, tomando en consideracion ciertos
efectos cudnticos cerca del horizonte de eventos, los agujeros negros irradian de igual forma que lo haria
un cuerpo caliente a una temperatura dada [§]. Desde ese trabajo que la radiacién de un agujero negro
se conoce como Temperatura de Hawking. Quizas, la forma maés intuitiva de entender la idea, es que la
mecdanica cuantica permite a ciertas particulas “escapar” del horizonte de eventos.

En la mecénica clésica, el concepto de vacio estd asociado a la ausencia de energia y materia. En la
mecanica cuantica, el concepto de vacio es distinto: el vacio cuantico depende de la eleccién del tiempo.
El responsable de esta particular distincién es el principio de incertidumbre (o de indeterminacién) de

Heisenberg, el cual establece una relacién de precisién entre dos cantidades fisicas (llamadas variables
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Agujero Negro

Figura 1.2: Radiacién de Hawking. Una pareja virtual podria separarse cerca del horizonte de eventos,
creando un flujo de radiacién observable.

conjugadas). Cuanta mds precisién se desee en una de las variables, menos se tendrd en la otra. En

términos de dos variables conjugadas p, g, se tiene

h
TpTyq = 5 (1.54)

La posicién y el momentum son variables conjugadas; el tiempo y la energia, también. Si esta tltima
relacion la unimos con la conocida ecuacién de Einstein que establece que la masa es una forma de
energia, se deduce que en el vacio cuantico es posible encontrar estados donde existen particulas de

materia (llamadas particulas virtuales), siempre que el tiempo de vida de éstas sea suficientemente corto.

La radiacion de los agujeros negros es un efecto producido por la gravedad de superficie sobre estas
particulas virtuales. En una vecindad del horizonte de eventos, se pueden crear pares de particulas
virtuales (particula-antiparticula). La antiparticula, que no existe desde una perspectiva cldsica, puede
atravesar el horizonte de eventos gracias al efecto tinel y ser arrastrada hacia la singularidad, dejando a

su companera libre para escapar, generando asi un flujo de radiacién observable.

Hawking muestra que esta radiacién tiene un espectro término, es decir, es igual a la de un cuerpo
negro en equilibrio termodinamico. Finalmente, la temperatura de un agujero negro, o temperatura

de Hawking, se relaciona con la gravedad de superficie a través de la férmula

_ hk

=5

T (1.55)
Una vez obtenido este resultado, se pudo confirmar la propuesta de Bekenstein sobre la entropia, con

1
n=g Por eso, generalmente nos referimos a ella como la entropia de Bekenstein-Hawking:

A

et (1.56)

Spu =

Estos resultados afectaron profundamente el entendimiento de la Relatividad General y su relacion
con las teorias cudnticas de campos. La temepratura y la entropia apuntan naturalmente a la existencia
de una “Gravedad Cudantica”, a juzgar por el hecho que en sus expresiones se involucran a las constantes
inherentes de cada una de las teorfas: la constante de Planck (%) y la constante de Newton (G). Un
detalle adicional es que la entropia de Bekenstein-Hawking es atipica, en el sentido que en un sistema
no gravitacional la entropia escala con el volumen, mientras que la entropia de agujeros negros escala
segin el area, en una dimensién menos . Es sugerente pensar que, si existe, la conexién entre estas

dos teorias se deberfa mirar en escalas (dimensiones) diferentes.
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Para finalizar esta seccién, y a modo de ejemplo, podemos calcular la Temperatura de Hawking
considerando la clase de métricas dada por

;izf) + r2d02. (1.57)

Esta clase de métricas puede representar agujeros negros, como es el caso de todas las soluciones que

ds* = —N(r)%f(r)dt* +

presentamos en la seccién anterior:

2GM
Schwarzschild = N(r)=1, f(r)=1- Cjn
2GM 2
R-N — No=1, f)=1- M Y
2
BTZ (no rotante) — N(r)y=1, f(r)= %2 - M

En estos casos, la hipersuperficie ¥ es el horizonte de eventos definido por r = r4, con f(ry) =0,y

podemos ver que el vector de Killing X = d; es un vector nulo a lo largo de X:
gl“,Xu'XV(Z) = gtt(m_) = 0 (158)
De esta forma, 3 es un horizonte de Killing para el vector X = d; y en consecuencia

= %N(r)f’(r) , (1.59)
)

de donde obtenemos que la Temperatura de Hawking para los agujeros negros cuya métrica pertenezca
a la clase de métricas descrita por (1.57)) es:

K N(ry)f(ry) (1.60)

1.3.3. Método de la Accién Eulcidea

Gibbons y Hawking, mostraron en [38] que la funcién de particién de un ensamble termodindmico
puede ser identificada con la integral de camino euclidiana, usando la aproximacién de punto silla alrede-
dor de la continuacién analitica de la solucién. Al hacer esto, la coordenada temporal en la continuacién

analitica es periddica, y su periodo 8 se puede identificar con el inverso de la temperatura 7T'.

La accién euclidea esta relacionada con la energia libre de Gibbs F a través de
Stuc = BF = (M -TS-)" q:’iQi) : (1.61)

donde M es la masa, S es la entropia y ®; son los potenciales adicionales del sistema, junto con sus

respectivas cargas conservadas Q;.

Notemos que, trabajando en el Gran Ensamble Canénico (donde 8 y todos los potenciales ®; son

fijados), a partir de la energfa libre de Gibbs se pueden recuperar expresiones explicitas para la entropia
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y las cargas conservadas:

1 0SEu
= B 6ﬂ SEHC7 (1628‘)
o 1 aSEuc
_ 8SEuc (I)z aSEuc

Por otra parte, la accién euclidea puede escribirse en su forma “Hamiltoniana reducida”
Spue = B / dP=Ley/—g [N(@)H + Ni(z)H;] + B, (1.63)

donde B es un término de frontera que se fija de modo que la accién Sgy tenga un extremo bien definido,
es decir, 6Sgue = 0 [39]. Se observa ademds que al evaluar la expresién anterior en las restricciones de la

forma hamiltoniana
H=0, H;=0, (1.64)

la accién Sgyc coincide con B, por lo tanto, la energia libre de Gibbs, y por consiguiente, la entropia y

las cargas conservadas ([1.62)) pueden ser obtenidas de acuerdo al término de frontera B.

A modo de ejemplo, para obtener la entropia y la masa del agujero negro de Schwarzschild, consi-
deramos la accién dada por ([1.30) y la clase de métricas dada por (1.57). Al pasar a la continuacién
analitica t — 47, se tiene que (1.63]) estd dado por

SEuc = % /// dfdgdrN (r)sin(0)(2rf'(r) — 2+ 2f(r)) + B (1.65)
_ %/dr]\f(r)(rf’(r) 14 f(r) + B, (1.66)
donde H =rf'(r) — 1+ f(r), y la condicién H = 0 es una ecuacién diferencial para f(r), con solucién

T
fry=1- ", (167)
donde r es una constante de integracién que identificamos con el horizonte de eventos, pues f(r,) = 0.

En este caso, la solucién para N(r) se obtiene de la ecuacién de movimiento respecto de f(r):

a (g?:) _ %{ — (2rN(r)) — 2N(r) =0 (L.68)

= N(r) = cst, (1.69)

tras lo cual, siempre podemos fijar N(r) = 1 escalando adecuadamente la coordenada .

Por otro lado, la condicién Sk = 0 nos dice que el término de frontera debe satisfacer

_pr

0B =-35

of, (1.70)

donde esta variacién es calculada en el infinito y en el horizonte, B = 6§ B(cc) — 6B(r4). En este caso,
la condicién sobre el término de frontera se puede reescribir de la siguiente forma:
pr of

__prof 1.71
0B °q 3T+6T+7 ( 7 )
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por lo que en el infinito tenemos

0B(o0) = Tli)rgo 0B = %574, (1.72)

mientras que en una vecindad del horizonte de eventos, f(r) ~ f'(ry)(r — r4) por lo que que

of , 47
E =—f(ry) = _F’
donde en la tltima igualdad hemos usado (1.60) y el hecho que  es el inverso de la temperatura. Esto

nos dice que

Bro Of Br 27r
6B(ry) = _Tgﬂ‘m = Tg "(ry)ory = =—=L6r,, (1.73)
y por consiguiente, la variacién del término de frontera es
B8 27r
0B = 5507y — G* ory. (1.74)

Trabajando en el Gran Ensamble Canénico, S es una constante sin variacion, por lo que el término de

frontera B se obtiene de integrar con respecto a r:

B= ﬁ% - % (1.75)
Usando las férmulas obtenemos:
M=% 5= ﬁ. (1.76)
2G G

Para cerrar, notemos que la entropia obtenida a través de este método coincide con la férmula de
Bekenstein-Hawking (1.56)), pues

_ e (1.77)

y que la Primera Ley se satisface:

1.4. Correspondencia AdS/CFT

Esta seccién pretende presentar los ingredientes fundamentales de la conocida correspondencia AdS/CFT.

Para estos efectos, se utilizan principalmente las referencias [40}41].

1.4.1. Espaciotiempo Anti-de Sitter (AdS)

Un espaciotiempo maximalmente simétrico es aquél que satisface la condicién

R
Rp,ucn/ - m(gpdg;w - gpugcr,u)v (178)
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donde R, el escalar de curvatura, debe ser constante. Al subir el indice p, y luego contraer los indices
{p, o}, tenemos que en un espaciotiempo maximalmente simétrico se satisface

1

RW:D

Rgp,w (179)

lo cual reagrupando convenientemente, se puede ver que es igual a

1 1 1
Ry — iRgW _BRQHV + §R9HV =0 (1.80)
—_———
G
D-2
G + 5D Rg,, = 0. (1.81)

Es decir, un espacio maximalmente simétrico satisface las ecuaciones de Einstein en el vacio, con una

constante cosmolégica A tal que

D -2

A==p

R. (1.82)

El espacio maximalmente simétrico con R = 0 es el espacio de Minkowski. De manera andloga, el
espacio maximalmente simétrico con R > 0 se llama espaciotiempo de Sitter, y si R < 0 se denomina
Anti-de Sitter, que es de nuestro particular interés. En D dimensiones, el espaciotiempo Anti-de Sitter

se simboliza usualmente como AdSp.

Veamos una forma de la métrica para el caso de AdS,, comenzando en 5 dimensiones con una variedad

M cuyo elemento de linea sea
ds* = —du® — dv® + dz® + dy? + d2?,
el espaciotiempo AdS, se identifica con el hiperboloide
a4 = 2
donde £ es el radio de curvatura. Definamos para este hiperboloide las coordenadas {f, p, 6, ¢}, con

u = £sin(t) cosh(p),

v =L cos(t') cosh(p),

x = £sinh(p) cos(h),

y = £sinh(p) sin(0) cos(d),
() sin(8) sin(9).

(
z = £sinh(p) sin(6) sin(¢)

Obtenemos la métrica
ds® = (*(— cosh?(p)di* + dp? + sinh?(p)dQ?), (1.83)

la cual tiene la particularidad que la coordenada f es periédica. En general, asociamos el espacio AdS,

con el espacio recubridor de (1.83)), donde permitimos que # tome valores desde —oo a cc.

.t
Definiendo ahora el cambio de variable r = £sinh(p), y ¢t = 7 obtenemos

-1
R 2 r? 2, 2702
ds* = 7 +1)dt*+ 7 +1 dr® + red§Q”. (1.84)
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La generalizacién a AdSp es andloga, obteniéndose

2 2 -1
ds® = — <22 + 1> dt* + <22 + 1> dr? + T2dQ2D—27 (1.85)

donde dQ%72 es el elemento de linea de la D — 2 esfera.

La forma tan particular de esta métrica, y saber que AdSp es solucién de las ecuaciones de Einstein

(bajo ciertas condiciones descritas anteriormente), motiva a resolver la ecuacién (|1.82) sobre el ansatz
ds? = —f(r)dt* + f(r)"tdr® + r2dQ% _,. (1.86)

En D dimensiones, obtenemos

242D =2)rf' + (D—2)(D—3)(-1+f)  2DA

= 1.
r2 D—-2’ (1.87)

que es una ecuacién diferencial de segundo orden para f(r), y su solucién més general estd dada por

—2/\’[‘2 Cl 02

f(?"): (D*l)(D*2) +1+TD72 +TD73’

de donde vemos que AdSp se recupera cuando

(D-1)(D-2)

A=—
202

,Cy = Cy =0. (1.88)

En otras palabras, AdSp es solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio, con una constante cos-

molégica A fijada al valor
(D-1)(D-2)

A=—
202

1.4.2. Teoria de Campos Conforme (CFT)

Desde una perspectiva general, estamos interesados en el efecto que tiene sobre un principio de accion,
S = /d% L(®,0,P),

una transformacién que afecta tanto a la posicién como a los campos (que hemos agrupado colectivamente

en el simbolo P):

x —

d(z) — @'(2))

Para ejemplificar, consideremos la accién de un campo escalar ¢ sin masa, cuyo lagrangiano es £ =

0, 90" ¢, y veamos el efecto que tiene una dilatacién, definida por:

xr — =l

d(z) — () =1"2d(2),
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donde A es un numero que se conoce como la dimensién de escalamiento del campo ®. La accién

resultante es:
S = / dPa'9,¢' "¢, (1.89)

donde &’ denota la derivada con respecto a las coordenadas z’, y estd relacionada a la derivada respecto

de las coordenadas x via Regla de la Cadena:

Py 0 dz® 0

- Y y—lsa _y—1
BT 9xt T dai dae = A 0u0u = A" 0,

por lo tanto, reemplazando la dilatacién, la accién S’ ahora se lee:
S = / dPz(AP72272)9,0010 = (\P72272)3. (1.90)

Luego, es claro que si definimos A como

obtendremos que la accién es invariante bajo esta dilatacion.

Ahora, podemos ver lo que ocurre con una transformacion infinitesimal, definida por

dxH
= b g o 1.91
T T +wa6wa, (1.91)
'(2') = B() + wa;—]:(x), (1.92)
Wey

donde F(®(z)) es la expresién ®'(a’), pero en términos de ®(z).
Nos interesa comparar el cambio en el campo ®, pero observamos que la resta ®'(z') — ®(z) no es un
buen indicador porque la diferencia se estd evaluando en dos puntos distintos. Para obtener la resta en

un mismo punto, podemos analizar la situaciéon a primer orden en w,, obteniendo:

Sa# OF
eI\ N / /
O'(2") = (2’ wa—éwa 0,2(x") + wa—éwa (). (1.93)

Esto nos permite definir al generador G, de la transformacién como aquél campo vectorial que satisface
D' (2) — ®(2) = —iwaGo®(T). (1.94)

En términos de la ecuacién ([1.93) tenemos entonces que:

_dat, OF

- (1.95)

El campo de nuestro interés es la métrica g,,. Una transformacién conforme es un cambio de
coordenadas invertible x — 2’ que deja invariante el tensor métrico g,,, salvo por una funcién de

escalamiento:

x —

g — G (@) = (@) g (2).

El conjunto de todas las transformaciones conformes forman un grupo bajo la composicion, y ademas el

grupo de Poincaré (isometrias) es un subgrupo, pues corresponde al caso Q2(z) = 1.
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Bajo un cambio infinitesimal de coordenadas ' = x4y la métrica de Minkowski 7),,,, cambia a primer

orden segun

, 0x® daF
o = g g
= (6% = 0y™) (68 — 0vy” )nagp

= Nuv — (navauya + nuﬂal/yﬁ)

1.96

1.97
1.98
1.99

,_\,.\/.\,—\
—_ — ~— —

= Ny — (OuYp + Oyp)-

El requerimiento que la transformacién sea conforme sobre esta métrica implica que

8p,yu + 8Vyu = f(-r)nw/- (1.100)

El vector y* es un vector de Killing conforme, y la funcién f(z) se puede determinar explicitamente

multiplicando la expresién anterior por n*:

Ou + 0 = f@)D = () = S0 (1.101)

obteniendo la ecuacién de Killing conforme (|1.22)).

Si D = 2, se puede observar que las ecuaciones anteriores se reducen a las ecuaciones de Cauchy-

Riemann, y la consecuencia de esto se presentard en la seccién

Asumiendo que D > 2, se comprueba que el vector de Killing satisface la condicién 0,0,y, es

constante, razén por la cual la solucion mas general es
Yy =a" +wha” + At + b ,af = 20°x 2", con wy, = —wy,, (1.102)

w parametros libres. Asi, dado el vector de killing

donde a*,w*,, A y b* forman un conjunto de

conforme y* podemos construir su generador segtn ([1.95):

Nombre Cantidad VKC ‘ Generador
Traslacion D yt = at P, =—i0,
Dilatacion 1 yt = Azt D = —iz*0,

. D(D —1) .
Rotacién — Yt = wh P L, =i(z,0, —x,0,)
Transf. Especial D yt = bla,af — 200zt | K, = —i(2x,270, — m”xl,(?u)

Estos generadores obedecen las siguientes relaciones de conmutacién:

[D,P,]| =iP,, [D,K,] = —iK,,
[K,uv Pl/] = 2i(77uuD - L/JV)> [Km Luu] = i(npuKV - npuKu)>
[Po, L] = i(Mpu P — npu Ppu), (Lyws Lpo] = i(up Lo + MuoLup — NpupLve — MwoLup),

a partir de lo cual se puede concluir que el grupo conforme en D > 2 dimensiones es isomorfo al grupo

SO(d+1,1).

Uno de los resultados mas interesantes de las teorias de campos conforme, es que la traza del tensor de
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Y

Figura 1.3: Bosquejo de la correspondencia AdS/CFT, tomada de [41]

energia momento es cero. En efecto, si consideramos el escalamiento infinitesimal dg,,, = €g,..,, obtenemos:

5
58 = /d%é%agw - —g/d%TWgW. (1.103)
nv

En una teoria de campos conforme, el escalamiento es una simetria, por lo que 6S = 0. De esta forma se
M 174 N J—
obtiene T"g,, = T*, = 0.

1.4.3. Correspondencia Holografica

La correspondencia AdS/CFT, también llamada correspondencia holografica (o simplemente holo-
grafia) es uno de los més grandes desarrollos de la Fisica tedrica en las ultimas dos décadas. En esencia,

es la afirmacion de una equivalencia entre dos teorias que parecian estar desconectadas:
= Teorias gravitatorias en un espaciotiempo en D dimensiones, y
» Teorias cuanticas fuertemente acopladas en D — 1 dimensiones.

Desde un punto de vista computacional, ha provisto de una nueva forma de calcular observables en las
teorias fuertemente acopladas, que en general son muy dificiles de calcular. Pero, desde una mirada mas
fundamental, ha provisto a la Fisica Tedrica de una nueva visiéon sobre la naturaleza de la “gravedad
cudntica”.

La imagen clasica con la que se asocia la correspondencia es la siguiente. Al lado derecho tenemos
al espacio de Minkowski, que usualmente se llama la frontera del espacio. Aqui es donde vive la teoria
cuantica. A partir de ahi emerge otra dimensién, que en la imagen de abajo hemos denotado con r, y
que se puede interpretar como una escala de energia. De esta forma tendremos un espacio que tiene una
dimension mas, y que llamamos el bulk. Dentro de este espacio hay una teoria gravitatoria, descrita por
la relatividad general, posiblemente acoplada a otros campos. El primer ejemplo de la holografia fue la
equivalencia entre teorias de campos conformes (CFT) en la frontera a la gravedad en el espaciotiempo
AdS [4]. De ahi el nombre tradicional con el que se le conoce: AdS/CFT. Sin embargo, no pasé mucho
tiempo cuando la dualidad se extendié hacia otras teorias que no son ni AdS por el lado de gravedad, ni
CFT por el lado de las teorfas de campo, por ejemplo [42H44].

Cuando a la correspondencia hologrifica le agregamos la condicién de temperatura finita, desde el

lado de la gravedad surge naturalmente un ingrediente especial: los agujeros negros. Como ya vimos, los



22 CAPITULO 1. GENERALIDADES

agujeros negros se comportan como un sistema térmico, gracias a la Temperatura de Hawking .
Ademds, la entropia de Bekenstein-Hawking adquiere un valor agregado. La entropia de un agujero
negro escala segun el area del horizonte de eventos. Pero, la unidad de area en D dimensiones corresponde
a una unidad de volumen en D — 1 dimensiones, que es exactamente como debe escalar la entropia de
un sistema cuéntico.

Usualmente en las teorias cudnticas de campos se estd interesado en calcular la funcién de particién,
que esta relacionada con la formulacién de la integral de caminos de Feynman. Esquematicamente, esta

relacién se escribe

Zowrldo] = / DA exp (z {SQFT + / ¢>0(’)(A)D, (1.104)

donde A representa a todos los campos fundamentales de la teoria, O(A) es un operador adicional, y ¢q
es una funcién que alimenta a este operador. Por ejemplo, en la fisica de materia condensada podriamos
pensar en este ¢g como una condicién de fondo a la que se somete el experimento: un campo eléctrico,
un campo magnético, una densidad de presion, etc. La esencia misma de la holografia es pensar que este
campo ¢q estd asociado a un campo escalar ¢(r, x), que vive en el bulk donde hay una teorfa gravitatoria, y
que bajo ciertas condiciones podremos leer ¢ a partir de la estructura asintética de ¢(r, x) en la frontera,
que segun la imagen seria r = 0.

La férmula fundamental de la holografia relaciona la funcién de particién de la teoria cudntica de

campos con la acciéon gravitatoria en el bulk a través de

Zorr(po) ~ |, (1.105)

donde en el lado derecho Sy es la accidon on-shell, es decir, evaluada en la solucién de las ecuaciones
de Einstein, y ¢ ~» ¢ no es una convergencia per s€, sino que representa la forma en la que asociamos
el campo escalar ¢(r, z) a la funcién ¢g.

En una perspectiva un poco mas general, la correspondencia hologréfica tiene un Diccionario que

permite, entre otras, las siguientes asociaciones:

’ Teoria Gravitatoria ‘ Teoria Cuédntica de Campos ‘
Campo escalar ¢(r, x) Operador escalar O(x)
Campo de Gauge A, (r, x) Corriente conservada J,(x)

Tensor métrico g, (r,z) | Tensor de Energia Momento T}, (x)




Capitulo 2

Preliminares de Conductividad

Los materiales se pueden clasificar segtin su capacidad para conducir cargas eléctricas. En un principio
se conocian los asilantes, semiconductores y conductores. En 1911 los experimentos de Kamerlingh-Onees
dieron origen a una nueva clasificacién: los superconductores. En este capitulo estudiaremos los conceptos
esenciales relacionados a la conductividad, ya que en el préximo capitulo la exploraremos desde el punto de
vista de la correspondencia hologréafica. Comenzaremos con un breve resumen de las bases fundamentales

del Electromagnetismo. Este capitulo se ha escrito a partir de las referencias [45-50].

2.1. Las Ecuaciones de Maxwell

Los fenémenos eléctricos y magnéticos tienen raices histéricas tan antiguas como las antiguas civili-
zaciones china o griega. La palabra electrdn, por ejemplo, proviene del griego élektron (dmbar). Se dice
que los griegos ya habian observado que al frotar el ambar, éste atraia paja y pedazos de hojas. En
principio, los fenémenos eléctricos y magnéticos se entendian como conceptos separados, hasta que en
1819, H. Oersted observé que la aguja de una brijula se desviaba en presencia de un circuito que con-
ducia una corriente eléctrica. Estas observaciones motivaron a Ampere a trabajar en profundidad en esta
interaccion, concluyendo que entre dos cables que conducen corriente se produce una fuerza de atraccion
que es proporcional al producto de ambas corrientes, y que decae con la distancia entre ellos. En 1830,
M. Faraday y J. Henry en forma independiente mostraron que cuando un iméan se movia cerca de un
alambre, se establecia una corriente eléctrica en el cable. De esta manera, los trabajos experimentales
de Oersted, Faraday y Ampere habian unificado la electricidad y el magnetismo, y desde esa época ya
se comienza a hablar del FElectromagnetismo. La contribucién de J. Maxwell cierra en forma perfecta
el capitulo del Electromagnetismo, y es considerado como una de las mayores unificaciones de la fisica.
Después de Maxwell, la luz no era “algo mas”, sino que era la electricidad y el magnetismo en una nueva
forma [46].

Las Ecuaciones de Maxwell son las siguientes:

Ley de Gauss v.E="L (2.1)
€0
Ley de Gauss en el magnetismo V-B=0 (2.2)
-~ 0B
Ley de Faraday VxE= o (2.3)
= J 109E
Ley de Ampere-Maxwell V xB= T + 1B (2.4)

23
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La Ley de Gauss ([2.1]) establece en palabras simples que el flujo eléctrico que pasa a través de una

superficie cerrada es proporcional a la carga encerrada por dicha superficie. La formulacién integral de

#E-dgzi,
€o

donde ¢ es la permisividad eléctrica del vacio. Usando el conocido Teorema de la Divergencia, obtenemos

esta ley se escribe

la forma diferencial descrita en 7 donde V- es el operador divergencia, y p es la densidad de carga
eléctrica. Por su parte, la Ley de Gauss en el magnetismo es el nombre comtn con el que se describe
el hecho que no se han observado monopolos magnéticos. En cierto sentido, el operador divergencia estd
midiendo qué tanto el campo se escapa o es atraido por algo. En el caso eléctrico, la ley de Gauss establece
entonces que el hecho que el campo eléctrico se escape o sea atraido depende de la carga eléctrica, o en
un lenguaje més universal, cargas del mismo signo se repelen, y cargas de signo distinto se atraen. Por su
parte, la ecuacién nos dice que, al no haber monopolos magnéticos, el campo debe cerrarse sobre si
mismo (técnicamente, nos referimos a él como un campo solenoidal), provocando que el flujo sobre una

superficie cerrada sea cero.

Hasta antes de 1830, la unica forma en la que se conocia como producir un flujo de corriente eléctrica
era conectando los extremos de un cable conductor a los terminales de una bateria. Fue en ese ano
que Faraday descubrié que el movimiento de un imén provocaba un flujo de corriente sobre un cable,
enlazando sus extremos sin unirlos a una bateria. Trabajos posteriores de Faraday mostraron que un flujo
eléctrico también era producido si el circuito era el que se movia frente a un campo magnético constante.
Estos experimentos son la base de la corriente alterna, que es la forma en la que llega la energia eléctrica
a nuestros hogares. Fn la Ley de Faraday el simbolo V x es el operador rotacional, o simplemente

rotor.

Previo al trabajo de Maxwell, la Ley de Ampeére nos decia que un conductor que lleva corriente pro-
duce un campo magnético que lo rodea. Esta relacién entre el campo magnético y la corriente encerrada

se escribe

VxB= LQ,
€oC
la cual es cierta siempre que el campo eléctrico esté fijo. El problema que surge con esta formulacion
tiene relacién con el fundamento central de la conservacion de la carga eléctrica, cuya formulacion en
forma diferencial es:
- 9
V.-J= o (2.5)
Maxwell propone una modificaciéon a la ley de Ampere, agregando un término para especificar la
forma en la que un campo eléctrico que depende del tiempo, es capaz de inducir un campo magnético.
En un comienzo, la comunidad fue reticente a la adicion de este término, sin embargo, poco a poco fueron
apareciendo experimentos que iban avalando la propuesta de Maxwell (liderados por Heaviside y Hertz,

entre otros), confirmando asf la formulacién de la tltima ecuacién (2.4)).

2.1.1. Solucidon de las ecuaciones

Quizés, al momento de publicar sus ecuaciones, ni siquiera el propio Maxwell podia dimensionar qué
tan importante habia sido su contribucién. La belleza, y la trascendencia de las ecuaciones fundamentales

del Electromagnetismo ya se pueden apreciar simplemente tomando la divergencia sobre la ley de Ampere-
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Maxwell:

J 1 0F
0=V-oa™Vaza
1 - 19
- - V. — . E

0 goc? +028tv
> dp
0=V -J+ 2L
VTt o

donde en la ultima linea hemos usado la Ley de Gauss sobre el término V - E. Vemos que simplificando

las constantes ¢ y €g, hemos obtenido como consecuencia la conservacién de la carga eléctrica (2.5)).

A continuacién mostraremos la resolucién de las ecuaciones de Maxwell. Esto nos llevard a un concepto
fundamental en la Fisica: la invariancia de gauge. Comenzamos considerando la ley de Gauss en el
magnetismo:

V-B=0

y definimos un wvector potencial A como un vector tal que B = V x A. Inmediatamente notamos que
existe una libertad de eleccion en este potencial A porque si reemplazamos A por A=A+ V), el rotor
(y por tanto el campo magnético E) queda invariante para cualquier funcién escalar 1) que cumpla las
condiciones de diferenciabilidad que se requieran. Volveremos a esta libertad en las siguientes lineas. Por

ahora, hagamos caso omiso y usemos el vector potencial en la Ley de Faraday:

VXEZ—%? (2.6)
VXE:—% (fof) (2.7)
VXEJrVX%T:O (2.8)
V x <E+ %’f) =0. (2.9)

Como el rotor de este vector es cero, significa que tiene que ser igual al gradiente de algin campo

escalar ¢. Asi,

L 0A
E4+—=-V
o ¢
lo que finalmente nos dice que
- 0A
E=-V¢— —.
ve ot

Arriba mencionamos que el campo magnético queda invariante si al vector potencial Ale agregamos
el gradiente de una funcién. Claramente, este no es el caso del campo eléctrico, a menos que tomemos
algunas precauciones. Notamos de la ultima expresién que podemos permitir esta libertad de eleccion
sobre el vector potencial A siempre y cuando el campo escalar ¢ también se modifique:

. . 0

A=A+ Vv, ¢’/:¢_aif' (2.10)
Con esta transformacion hemos llegado a una conclusion sorprendente. Existen infinitos vectores poten-
cial, e infinitos campos escalares ¢ que conducen al mismo campo eléctrico y magnético. Esta infinitud

de soluciones esta representada en las infinitas elecciones que podemos hacer para la funcién . Este
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tipo de transformaciones se llaman transformaciones de gauge, o también se dice que existe una inva-
riancia de gauge. Ingenuamente, el problema en un principio tiene seis incégnitas: las tres coordenadas
del campo eléctrico, y las tres del campo magnético. Hemos visto que manipulando adecuadamente dos
de las ecuaciones de Maxwell, en realidad no necesitamos seis, sino que cuatro incégnitas para llegar a
la solucién del problema: tres provenientes del vector potencial, més el campo escalar ¢. Sin embargo,
la invariancia de gauge a través de la funcidn 1 nos entrega una libertad adicional, que es totalmente

ficticia y redundante, pero que nos ayudara a presentar la solucién de una manera muy particular.

Continuando con la Ley de Gauss, ésta queda expresada como

0A P
o (oott) -z

O0g.i-’, (2.11)

— 2 —_—
V¢ ot €0

y por su parte, la Ley de Ampére-Maxwell se reescribe de la siguiente forma:

N S
c“Vx (Vx A= = + 5 Vo 5 |- (2.12)

El término de la izquierda puede ser reescrito usando la identidad

-,

V x (V x A)=V(V-A) - V24,
con lo cual obtenemos

- -~ J 9Ve A
272 2
—c°V°A+c*V(V-A) = — — —— — —-. 2.13
( ) €0 ot ot? (2.13)
Luego, encontrar la solucién de las ecuaciones de Maxwell se traduce en resolver el sistema de ecua-
ciones diferenciales (2.11]) y (2.13]). A simple vista no parece una tarea facil y es aqui donde usaremos
a nuestro favor la libertad de gauge que mencionamos anteriormente. Sabemos que si el par (/Y, @) es

solucién de las ecuaciones de Maxwell, entonces el par (/Y’ ,@') definido por la transformacién de gauge

/
2.10)) también lo es. Usando esta transformacién, vemos que la expresion VA +a86% se puede reescribir
e la siguiente forma:
> o9’ - dp 0%y
A X _VvV-A 2 7
V-Atas =V +V¢+a<at T
> o9’ - 0¢ 0%
A P v.A it 2. — . 2.14
\Y% +aat \Y% +aat+ V=Y s (2.14)

En otras palabras, la libertad de gauge se ve reflejada en la libertad de eleccién para la cantidad V - A+

a— (con a una constante arbitraria). En sintesis, si encontramos una solucién que satisface

ot

- oo
V- A+a— =g,
“or 9
podemos encontrar otra solucién con
- o9’
V-A+a— =0,
ot
simplemente resolviendo la ecuacién
82
vy ol

ot?
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- o' .
Decimos entonces que la expresién V - A" + a—— se encarga de fijar el gauge. En particular, usaremos

ot

el gauge de Lorenz, definido por

- 1 0¢
LA T o 2.1
V-A+ 2ot 0, (2.15)

donde se ha escogido un valor @ muy particular, que nos ayuda a reescribir las ecuaciones (2.11)) y (2.13)),

respectivamente, como sigue:

2 132¢7 P

_oge_p 2.1
c2 Ot2 €o’ (2.16)
L1024 J
oy _toa_ J
V- GhE e (2.17)

En el vacio, las ecuaciones de Maxwell se reducen simplemente a ecuaciones de onda en tres dimensiones

viajando a la velocidad de la luz:

. 10%E
. 1 9%°B
V2B — FaE 0. (2.19)

Estos resultados instan a Maxwell a conjeturar que la luz era una forma de radiacién electromagnética.
En esos tiempos se habian observado longitudes de onda para la luz en el rango de los 10~7 metros, pero
en virtud de sus resultados, también conjetura que el rango observado hasta ese entonces era solo una
parte del espectro de longitudes de onda. Hoy, gracias al trabajo de Maxwell, conocemos los rayos 7,

rayos X, microondas, ondas de radio, television, etc.

2.1.2. Tensor Electromagnético

Debido a que a lo largo de esta tesis se trabaja con herramientas tensoriales, es pertinente entregar
una formulacion tensorial de las ecuaciones de Maxwell. Esto dard origen al tensor electromagnético F),,,,
que mencionamos anteriormente en la solucién de Reissner-Nordstrom [[.2.3] Para sintetizar las ideas,
trabajaremos sobre la métrica de Minkowski 7, dz"dz” = —dt* + dz? + dy* 4+ dz?, considerando por
simplicidad ¢ = 1.

Lo primero es reescribir las ecuaciones de Maxwell en términos de sus componentes. Para hacer la

0 2 2z = 23, de modo de recorrer las

escritura més compacta, usaremos la notacién t = 2%,z = z',y =z
coordenadas del espaciotiempo ocupando indices. La convencién tradicional, que seguimos aqui, es usar
letras griegas para denotar indices que recorren todo el espaciotiempo p € {0,1,2, 3}, y usar letras latinas
para recorrer los indices espaciales, i € {1, 2, 3}. Notemos que, restringidos al espacio plano 3 dimensional
(definido por dt = 0), la métrica es la matriz identidad, por lo que podemos subir y bajar estos indices

a nuestra conveniencia. Asi, las ecuaciones de Maxwell quedan escritas de la siguiente forma:

Ley de Gauss OFE = J°,
Ley de Gauss en el magnetismo 9;B* =0,
Ley de Faraday €9*9; By, + 8y B" = 0,

Ley de Ampere-Maxwell € kajBk — OBt =T,
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) Jt .
donde J° = ﬁ, J' ~ == y €7F es el stmbolo de Levi-Civita:
€0

€0
1 si (ijk) es una permutacién par de (123)

et =1¢ 1 si (ijk) es una permutaciéon impar de (123) (2.20)
0 en otro caso

Como vimos en la seccién anterior, podemos usar un vector potencial A = (A, Ay, A.) y un campo

escalar ¢ para reescribir los campos eléctricos y magnético de la siguiente forma:

0A

- VoS,

E
B=VxA.

Esto motiva definir un (1,0)-tensor, que para recordar su origen también llamaremos vector potencial,

At = (¢, Ay, Ay, A). En el espacio de Minkowski, la derivada covariante es la derivada parcial:

9= 2 _ (0.8 0 9
= 0an — \ 0t 0x’ Oy’ 0z)°

Con estas redefiniciones, los campos eléctrico y magnético quedan escritos de la siguiente forma:

E; = 0;Ag — oA,
B = ¢, Ay.

Las expresiones anteriores tienen en forma natural una propiedad de antisimetria. Si invertimos los indices
0,7 del campo eléctrico, obtenemos —F;, y algo similar ocurre en las componentes del campo magnético,
debido a su forma. Estas propiedades de antisimetria son capturadas en el tensor electromagnético
F,, =0,A, — 0,A,, el cual es antisimétrico por definicién, esto es, F,, = —F,,. Representando este

tensor por una matriz, vemos reflejadas las componentes del campo electromagnético:

0 -E -E, —Es
E, 0 By -B

Fo=|"" 8 2 (2.21)
Ey -B; 0 B

Es By -B; 0

Con esta notacion, la Ley de Gauss y la ley de Ampere-Maxwell se escriben de manera compacta en
una sola ecuacién tensorial:

O F = J”,

la conservacién de la carga ([2.5) ahora se escribe 0, J* = 0, y las ecuaciones de Maxwell restantes también

pueden ser escritas de manera tensorial, segin la ecuacion

8,LF,,,\ + (“),,F,\H + 8,\FW =0.

Finalmente, la invariancia de gauge ahora es evidente de la definicién del tensor electromagnético,

. . ;L .
pues si A, es solucién, entonces A), = A, + 9,1 también.
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2.2. Modelo Clasico para la Conductividad

Desde una perspectiva clasica, un conductor es un medio que contiene cargas eléctricas libres, que
se mueven en presencia de un campo eléctrico, dando origen a una corriente eléctrica que viaja en la
misma direccién que el campo. La relacion entre la corriente y el voltaje en un conductor usual estd dada
por la Ley de Ohm:

V =1IR,

donde R es la resistencia del medio. Equivalentemente, la Ley de Ohm puede ser escrita en una forma

vectorial como

=

J=0E, (2.22)

donde J es la densidad de corriente y E esel campo eléctrico. El factor de proporcionalidad o recibe el
nombre de conductividad del medio.

El modelo de Drude es un modelo clasico para la conduccién eléctrica en metales, propuesto por P.
Drude en el ano 1900. En este modelo se considera el metal como un arreglo regular de dtomos més un
conjunto de electrones libres para moverse a través de él. Cuando no hay campo eléctrico, los electrones se
mueven aleatoriamente, de modo tal que el flujo promedio es nulo, y por lo tanto, no hay conduccién. Se
asume que cuando los electrones chocan, las velocidad antes y después de la colisién son independientes.
De esta manera, en presencia de un campo eléctrico, el electréon puede ser descrito como una particula
acelerandose durante el breve tiempo entre dos choques.

Consideremos, por ejemplo, un campo eléctrico constante E. Podemos determinar su wvelocidad de

arrastre v a través de la Segunda Ley de Newton:
. Me
met + —v = qF,
T
donde 7 se denomina tiempo de relajacion, y puede ser pensado como el tiempo promedio entre dos
choques. Si nos concentramos en soluciones estacionarias, ¥ = 0, obtenemos que la velocidad es

o(t) = L.

Me

Luego, si consideramos que la densidad de corriente estd dada por J = nqv, obtenemos

nqu

J = E

b
Me

donde n es el nimero de portadores de carga por unidad de volumen. Asi, la conductividad o estd dada

por:

—. (2.23)

Las cosas cambian bastante cuando un campo magnético incide perpendicularmente sobre un con-
ductor que transporta corriente. Esta interaccion generara una diferencia de potencial en la direcciéon
perpendicular tanto al campo como a la corriente. Este interesante fenémeno fue descubierto por E. Hall
durante la segunda mitad del siglo XIX y hoy en dia lo conocemos como el efecto Hall clésico.

Supongamos que los electrones estan confinados a moverse sobre el plano XY, y queremos observar
la respuesta del sistema cuando encendemos un campo magnético constante perpendicular a este plano.
Como veremos, el efecto Hall consiste en que una corriente en la direccién X induce un voltaje (voltaje
de Hall) en la direccién Y.

Una de las caracteristicas mas sobresalientes de la presencia de un campo magnético es que las
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particulas se mueven en circulos. Consideremos inicialmente la ecuaciéon de movimiento para una particula

de masa m y carga ¢ en un campo magnético:
miv = qv X B. (2.24)

Si consideraremos que la particula se mueve sobre el plano XY, su velocidad estard dada por ¥ = (z, g, 0),
mientras que un campo magnético constante que incide perpendicularmente se puede modelar por B =
(0,0, B). Asi, del desarrollo de las ecuaciones de movimiento obtenemos dos ecuaciones diferenciales de

segundo orden:

mi = qBy
mi = —qBT
cuya solucién general es
z(t) = xg — rsin(wpt + ¢), y(t) = yo + rcos(wpt + @), (2.25)
: . 9B , . y
donde xg, yg, 7, ¢ son constantes de integracién, y wp = —— es llamada la frecuencia del ciclotron.
m

Siguiendo ahora el modelo de Drude, supongamos un campo eléctrico E= (Ez, Ey,0) constante sobre

el plano XY, y la ecuacién que describe la velocidad de arrastre del portador de carga esta dada por

meﬁqu"—Fqﬁxé——v.
T

Si nos concentramos en las soluciones bajo la condicién de equilibrio ¥ = 0, obtendremos el siguiente

sistema, de ecuaciones:

qTt

T+ wpTyY = E,

(&)

. . T
Y — wWBTT = q—Ey
(A

Como sabemos, el sistema de ecuaciones puede ser escrito en notacién matricial:

1 B}
( wBT) 7=1F, (2.26)

—WpBT 1

o equivalentemente

1 . ng?r -
< “BT> J="1TF (2.27)
—wpT 1 Me

Notamos finalmente que la matriz que antecede a J es invertible para cualquier valor de wp y de T,
por lo cual el sistema de ecuaciones siempre admite una tnica solucién. El efecto Hall puede ser visto
a partir de este sistema de ecuaciones. En particular, si y = 0, observamos que & # 0 = E, # 0, es
decir, la corriente en la direccién z, induce un campo eléctrico en la direccién y. Finalmente, escribimos

la ley de Ohm en su forma vectorial:

. 1 - .
J=_9D¢ ( wBT) E, (2.28)

1 +w237'2 WRBT 1

donde la conductividad emerge en forma natural como una matriz (matriz de conductividad). El valor



2.2. MODELO CLASICO PARA LA CONDUCTIVIDAD 31

s A

VHall

Figura 2.1: Efecto Hall: Producto de la presencia de un campo magnético B, la corriente J en una
direccién induce un voltaje en otra direccién.

2

opc = es la conductividad de corriente continua en ausencia de campo magnético.

e

A pesar que el modelo cldsico predice con éxito la ley de Ohm de la conduccién, no es satisfactorio
para explicar algunos fenémenos que también son importantes, como veremos a continuacién. Una de las
debilidades del modelo clasico estd en la suposicién que los electrones libres se comportan como un gas,
siguiendo la distribucién de Maxwell-Boltzmann: la densidad de probabilidad de encontrar una particula

cuya velocidad esta cerca de v es

m 3/2 2
v) = Arv2e— ™Y /2ksT
10 = (57 7
donde m es la masa de la particula, kp es la constante de Boltzmann, y T es la temperatura absoluta.

Inmediatamente se observa que la velocidad promedio es igual a

(v) = /Ooovf(v) dv = 8kBT.

™m

Por un lado, si definimos [ como el recorido libre medio de los electrones, el tiempo de relajacion

l
7 puede ser determinado como 7 = -—. Usando esto y (2.23)), la conductividad del cobre a 300°K

(v)
es de aproximadamente o &~ 9 x 1075(Q2 - m)™!, que es seis veces menor que el valor que se obtiene

experimentalmente [49].

Por otro lado, la relacién anterior para el tiempo de relajacién nos dice que la conductividad para el
modelo de Drude (2.23) satisface

DN
(v) VT’

y sabemos que la resistividad de un conductor (que se define como el inverso de la conductividad) satisface

(2.29)

o X

aproximadamente un comportamiento lineal respecto de la temperatura.
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2.3. Mirada cuantica sobre la Conductividad

El modelo clasico nos dice que a una temperatura T = 0, todos los electrones deberian tener una

energia cinética nula:

o [, _ 3kpT
(v>_/0 v°f(v) dv ;

m
1
<2mv2> = %kBT,

Sin embargo, la mecanica cudntica aporta informacién importante que no puede ser obviada. El Principio
de Incertidumbre de Heisenberg nos dice que, incluso a T' = 0, los electrones en un trozo de metal no
pueden tener energia cinética nula. Ademas, el Principio de exclusion de Pauli prohibe que dos electrones
en un mismo atomo tengan los mismos niimeros cuanticos, lo que reduce el niimero de electrones posibles
dentro de un mismo nivel de energia a dos, dependiendo de su espin. Por este motivo, los electrones se
iran agrupando de tal modo que cada electrén ocupe el menor nivel de energia que le sea posible. Es
evidente que un ntumero finito de electrones podrd ocupar un ntumero finito de niveles de energia. Al
mayor de los niveles de energfa ocupado por los electrones se le conoce como Energia de Fermi (Er)
a T = 0. Para una temperatura T no cero, la energia de Fermi se define como aquella energia tal que
la probabilidad de encontrar un estado ocupado sea % La probabilidad que un estado particular con
energia F sea ocupado por uno de los electrones en un sélido esta dada por la funcion de distribucién

de Fermi-Dirac:

1
F(E) = e(E—Ep)/kpT 4 1°

(2.30)

Notemos que en el caso T' ~ 0, la funcién de distribucién toma esencialmente valores discretos depen-
diendo del signo de E — Ep, es decir, en esta situacién limite todos los estados de energia que sean
menores a la energia de Fermi estaran ocupados, mientras que aquellos estados con energia superiores a

FEr estaran desocupados:

f(E)

\

E, E

Figura 2.2: Energfa de Fermi para T = 0 (negro) y T > 0 (celeste).

Al sustituir la distribucién de Maxwell-Boltzmann por la de Fermi-Dirac, y utilizando la naturaleza
ondulatoria del electrén (gracias a los resultados obtenidos de las ecuaciones de Maxwell), el modelo de

electrones libres conduce a valores en concordancia con los resultados experimentales de la conduccion
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térmica y eléctrica. Sin embargo, falta aun entender cudl es la caracteristica que poseen los sélidos
que provoca que algunos sean buenos conductores y otros no. Esta particularidad la desarrollaremos a
continuacion.

Si dos atomos estan separados a una distancia considerable, éstos no interactian y por lo tanto
sus niveles de energia son independientes. Sin embargo, cuando los dtomos se acercan, las orbitas se
traslapan, generando que los estados energéticos se desdoblen en valores muy cercanos. En un sélido
tenemos del orden de 10%% d4tomos por cm?, por lo cual estamos en presencia de una cantidad enorme de
estados energéticos desdoblandose. Por este motivo, se considera una banda continua de energia como
una aproximacién. Entre cada una de las bandas de energia existen regiones donde los niveles de energia
no son permitidos.

Anteriormente mencionamos que la energia de Fermi a T' = 0 era el mayor de los niveles de energia
ocupado por los electrones. La energia de Fermi sirve en este caso para distinguir entre la banda de
valencia, que es la banda con mayor energia que esta llena de electrones, y la banda de conduccién,

que es la banda energética inmediatamente superior (en la escala de energia) a la banda de valencia.

brecha de energia brecha de energia

Energia
Energia
Energia

Asilantes Semiconductores Conductores

Figura 2.3: Conduccién eléctrica. En los materiales aislantes, existe una brecha de energia
grande entre la banda de conduccién (verde) y la banda de valencia (celeste). Esta brecha es
mas pequena en materiales que tienen mejor conduccion.

En un material aislante, a 7' = 0 la banda de conduccion esta vacia, y la brecha energética entre ella y
la banda de valencia es grande, por lo que un electrén que estimulado con un campo eléctrico no lograra
saltar a la banda de conduccién. Esta brecha energética es més pequena en los metales semiconductores,
permitiéndoles a dichos materiales la conduccién de la electricidad. A diferencia de los anteriores, en los
materiales conductores a T' = 0 la banda de conduccién se encuentra semillena, por lo que un pequeno
estimulo proveniente de un campo eléctrico es capaz de excitar a los electrones, quienes tienen mucha
libertad para saltar a niveles energéticos més altos dentro de la banda de conduccién, motivo por el que

tienen mayor conductividad.

2.4. Superconductores

Los experimentos de H. Kamerlingh-Onnes con el mercurio, determinaron que a temperaturas infe-
riores a los 4,2 °K la resistencia disminuia rdpidamente a cero. Posteriormente, este comportamiento,
llamado superconductividad, se ha observado en distintos materiales (plomo, estano, niobio, entre
otros), donde la temperatura critica a partir de la cual se observa este fenémeno varfa de un material a
otro. Para tener una comparacién en mente, la resistividad del cobre es del orden de 1078 © - m. Los
superconductores tienen resistividades del orden de 10~2° €2-m. Hasta la fecha, la superconductividad se

ha observado siempre a muy bajas temperaturas, y se ha descubierto que existen materiales que pasan
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al estado superconductor cuando se les somete a presiones extremadamente altas [48]. Descubrir un ma-
terial que tenga esta transicion de fase a temperatura ambiente seria indiscutiblemente 1til en nuestra

vida cotidiana: aplicaciones industriales, médicas, y los trenes de levitacién magnética.

Este tltimo fenémeno ocurre como consecuencia del Efecto Meissner, descubierto por W. Meissner
en 1933. Cuando un conductor dentro de un campo magnético se enfria por debajo de la temperatura
critica, las lineas de campo magnético son expulsadas del superconductor. Por este motivo, si un iman
permanente se acerca a un superconductor, los dos objetos se repeleran entre si, y si ponemos el iman
por encima del superconductor, levitara. Por esta razén, el superconductor no es tan solo un conductor
perfecto (resistividad p = 0), sino que también se dice que es un diamagneto perfecto (é = 0). Una
propiedad interesante de los superconductores es que este estado se rompe en presencia de un campo
magnético suficientemente fuerte. Esto da origen a una clasificacién de los superconductores. Los su-
perconductores tipo I son aquellos en donde el estado diamagnético se mantiene siempre hasta que el
campo magnético alcanza un valor critico que destruye la superconductividad. Ejemplos de supercon-
ductores tipo I son el plomo, el litio y el estano. Por su parte, los superconductores tipo II presentan
una transicién de fase gradual, caracterizada por la existencia de un estado mizto. La mayor cantidad de

compuestos superconductores son de tipo II.

Desde un comienzo estaba claro que en el estado superconductor, los electrones formaban una especie
de condensado (superfluido) capaz de moverse como un todo, de modo tal que a T' = 0 esta condensacién
estaba completa en todo el material, y para T > 0 parte de este condensado se perdia, hasta que a la
temperatura critica desaparecia. Los primeros modelos que intentaron explicar este fenémeno fueron los
modelos de Gorter-Casimir (1934), y el de los hermanos London (1935).

En el primer modelo, se asume que la energia libre de los electrones se regia por una expresién
similar a la de un promedio entre las energias en el metal normal y en el superfluido, ponderandose
respectivamente por la fraccién de electrones en cada fluido. Si bien este modelo condujo a predicciones
no triviales en concordancia con los experimentos, la expresiéon para la energia no tenia relacién con la

derivada desde la teoria microscépica [50].

Para entender el modelo de los hermanos London, consideraremos una representaciéon en nimeros

complejos de la corriente alterna, basdndonos en [48]:
Je ™ = g(w)Ee ™", (2.31)

donde la conductividad es ahora un nimero complejo. La parte real corresponde a corrientes que estan
en fase con el campo eléctrico aplicado, y la parte imaginaria con las que estan fuera de fase. Un andlisis

similar al que hicimos para el modelo de Drude nos lleva a

2

ng T
o(w) = —_— 2.32
() me 1 —iwT ( )
Notemos que la parte real de la conductividad satisface la condicién
00 ™m 2
/ Ro(w)] dow = L (2.33)
Lo m
mientras que para un conductor perfecto, esto es, si 7 — 400, obtenemos:
2
n
o(w) = —- 7 (2.34)
WM

Se sigue que para un conductor perfecto, la parte real de su conductividad debe seguir una distribucién
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de Dirac:

ng>
Rlo(w)] = ——16(w), (2.35)

Con esta funcién delta se define la densidad de electrones en el superfluido, ng, como el peso en el peak

de esta funcién, cuando m = me.. En el régimen de conductor perfecto, notamos que al tomar el rotor
sobre la ecuacién (2.31)) se obtiene

2
Nsq
Me

(V x J)e ™t = Be™ ™, (2.36)

igualdad que es valida para cualquier frecuencia w, incluida w = 0, por lo que concluimos

(VxJ)y=-L 5 (2.37)

V2B = =B, (2.38)

1
2 2
EpcC™m
/\:(O 26)
nsq

es la profundidad de penetracién del superconductor.

donde

Es importante mencionar que los resultados experimentales de las mediciones de R[o(w)] son concor-
dantes con la aparicién de la funcién delta en la frecuencia w = 0. Por otro lado, hay ciertos aspectos de
la teoria propuesta por los hermanos London que no son correctos. En particular, existe un frecuencia
donde la conductividad vuelve a ser finita. Esta frecuencia w, define un salto de energia A a través de

hw, = 2A, la cual fue observada previo a la aparicién de la teoria BCS, y es clave en su desarrollo.

2.5. Modelo BCS de la Conductividad

En 1957 Bardeen, Cooper and Schrieffer publicaron una teoria microscépica para explicar la super-
conductividad. Rapidamente fue reconocida como correcta en todos los aspectos esenciales, explicando
un numero importante de fendmenos experimentales. Una de las predicciones mas brillantes de esta teoria
es la existencia de una brecha de energia alrededor del nivel de Fermi. Bajo la temperatura critica, el
modelo BCS predice que en un superconductor existe un pequeno salto de energia, 2A, que separa los
estados ocupados de los que no lo estan. Este salto, que fue descubierto experimentalmente casi al mismo
tiempo que la teoria era desarrollada, estd centrado sobre la energia de Fermi, y por lo tanto, a diferencia
de la descripcién a través de la teoria de bandas, no es impedimento para la conduccién eléctrica. En
esta seccién nos centraremos en explicar las ideas esenciales que constituyen la llamada Teoria BCS,
en honor a sus autores.

La teorfa BCS estd construida sobre tres grandes pilares: (i) Debido al acoplamiento entre los elec-
trones y los fonones (cuasi-particulas que se encuentran en la red atémica de un sélido, y que estan
relacionadas a la cuantizacién de la energia vibracional), es posible que la fuerza entre electrones a veces
sea atractiva. (ii) El Problema de Cooper, que muestra que los electrones pueden formar estados ligados
independiente de qué tan débil sea la fuerza atractiva entre ellos. (iii) Schrieffer construyé una funcién
de onda en la cual todos los electrones cerca de la superficie de Fermi estaban pareados. A partir de esta
idea surge naturalmente el salto de energia 2A como la energia necesaria para romper un par en dos

electrones libres.
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Si bien sabemos que dos electrones en el espacio libre se repelen, en un metal en lugar de hablar
de electrones es mas apropiado hablar de un sistema de cuasi-particulas. Esto es, una excitacién de un
sélido que consiste en un electron y el agujero de intercambio-correlacién, que es esencialmente una
regién del espacio alrededor del electron donde la probabilidad de encontrar otro es muy pequena. Bajo
esta mirada, la fuerza de Coulomb entre cuasi-particulas es reducida por efecto de la amortiguacién. La
interaccion entre los electrones se puede visualizar a través del lenguaje de los diagramas de Feynman.
Un electrén con momento Ap puede excitar a un fonén con momento Ag, quedando con un momento
hp' = hp — hq. Un segundo electrén puede absorber al fonén y capturar este momento. El efecto neto
es entonces la transferencia de momento hq desde un electrén a otro. En la teoria BCS, este efecto se
traduce en un potencial de desplazamiento efectivo, el cual puede ser atractivo si estamos cerca de la
superficie de Fermi.

Cooper se pregunté qué ocurriria si colocamos dos electrones en el exterior de una superficie de Fermi
esférica a T = 0. Recordemos que, a T" = 0, la energia de Fermi nos dice que todos los estados de
energia menores que la energia de Fermi Ep estdn ocupados. Se asume que la funcién de onda para
dos particulas tiene simetria esférica, y que su espin total es cero. Bajo estas hipdtesis, y utilizando
un potencial atractivo cerca de la superficie de Fermi, Cooper se encuentra con una respuesta un tanto
inesperada: si los electrones estan cerca de la superficie de Fermi, interacttian entre si formando un estado
ligado de energia. Es importante remarcar que esto no ocurriria si los electrones se encontraran en el
espacio libre.

Finalmente, Schrieffer construyé una funcién de onda para modelar el comportamiento de los pares
de Cooper que se forman cerca de la superficie de Fermi. Esta funciéon de onda se interpreta finalmente
como un condensado, donde todos los pares estan en el mismo estado. En este estado especial, separar un
par de electrones implicaria cambiar el estado de energia del condensado completo. La energia necesaria
para romper un par de Cooper en dos electrones libres, es lo que llamamos la brecha de energia, 2A.
La energia procedente de un campo eléctrico puede ser absorbida por el condensado, produciendo una
corriente. A temperaturas por debajo de la temperatura critica, esta energia no es lo suficientemente
grande como para romper el condensado. De esta forma se inhiben las colisiones electrén-fonén que se

asocian a la resistividad, por lo que la corriente viaja a través del condensado sin resistencia.



Capitulo 3

Agujeros Negros Cargados en

presencia de campos axionicos

Un modelo que sea invariante bajo traslaciones y cuya carga eléctrica sea finita, puede llevar a con-
ductividades eléctricas infinitas. Tal es el caso, por ejemplo, del agujero negro de Reissner-Nordstrom [9].
Manteniendo la hipétesis de finitud sobre la carga eléctrica, una manera de obtener resultados distintos
para la conductividad podria ser a través de modelos que rompan la simetria de traslacién, los cuales
conducen a la disipacion del momento. Basdndonos en la correspondencia hologréfica, se podria esperar
que la conductividad pudiese ser leida desde su contraparte gravitatoria.

En este capitulo presentaremos, como primera aplicacién de la correspondencia hologréfica, un método
para obtener la conductividad termoelétrica de una CFT a partir de expresiones obtenidas de una teoria
gravitatoria. El valor de la conductividad se obtendra tras evaluar dichas expresiones en el horizonte de
eventos del agujero negro. En virtud de lo anterior, en la seccién [3.I|revisaremos la estrategia desarrollada
en los articulos [31132], de donde extraeremos la idea central de cémo obtener las expresiones que dan
origen a la conductividad. Luego, en la seccion presentaremos una accién de materia particular, la

cual es primordial para el articulo [1]. Finalmente, algunas conclusiones de este trabajo son mencionadas.

3.1. Conductividad desde el Horizonte de Eventos

En [31}[32] los autores presentan un método para calcular la conductividad en términos del horizonte
de eventos. Si bien en dicho articulo todas las componentes de la matriz de conductividad son calculadas,
para nuestras intenciones explicaremos en detalle solo la construccion de la conductividad eléctrica, o.

Comenzaremos considerando un modelo en D = 4 que consiste en la gravedad de Einstein, acoplado
con un término de materia que contempla un campo escalar ¢ - el cual ademads autointeractiia a través
de un potencial V(¢) - y dos campos “axiénicos”, que son duales a operadores escalares adicionales
en la CFT. Este modelo envuelve un amplio espectro de soluciones de tipo agujero negro, como por
ejemplo [15,|31]. Por simplicidad, asumiremos que el radio de AdS estd normalizado a ¢ = 1, que la
constante cosmoldgica estd incluida en el potencial V(¢) a través de la restricciéon V(0) = —6, y que

Z(0) = 1. Todas estas consideraciones se resumen acorde a la accién

@FQ—}

1 5 (21(0)(0x0)° + 220)(Ox2)) | . (1)

1
5= [y [R (067~ V(9) -
la cual posee, trivialmente, simetria de traslacién.

37
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Por otra parte, todas las soluciones que se analizan en [32] estdn dentro del ansatz

d 2
ds® = —Udt* + % + e2Vida? + V2 da3, (3.2)
A=adt, x;=kx;, (3.3)

donde U, V1, V5 v a son funciones que solo dependen de r. Notemos que los campos axiénicos x1, x2 son

los que rompen explicitamente la simetria de traslacion.

La densidad de corriente J* = (J¢, J%, JY) en la teoria dual tiene la forma

J* = =g Z(@)F™, (3.4)

donde el lado derecho de la igualdad se puede evaluar en r — oo. La observacion importante es la
siguiente: dado el ansatz (3.2), la componente ¢ de las ecuaciones de movimiento para el campo de

Maxwell estd dada por:
V. Z($)FH* =0,

0 equivalentemente,

.
V=9

De lo anterior observamos que ¢ = J* (3.4) es una expresién constante, la cual generalmente asociamos

Or(V=gZ($)F") = 0. (3.5)

con la carga eléctrica. Dado que es una expresion constante, ésta puede ser evaluada para cualquier valor

de r. En particular, para el horizonte de eventos r =r.

Con esta misma idea en mente, procedemos a perturbar las soluciones de agujero negro con el objetivo
de observar cudl es la respuesta, a primer orden, que el agujero negro experimenta luego de encender
un campo eléctrico de magnitud E a lo largo de una de las direcciones espaciales, digamos x;. Esta

restriccién es solo por simplicidad y no afecta el procedimiento.

Consideraremos el siguiente ansatz para la perturbacién del campo A,:

Ay, = e(ag, (r) — Et) da;. (3.6)

Dado que se esta considerando una perturbacién en la direccién z1, es natural pensar que otros
campos también se verdn afectados sobre esa direccion. Se puede mostrar que es suficiente con considerar

el siguiente ansatz para el resto de las perturbaciones:

Gte, = Ehtxl (T)v Grazy = Ehrrl (T)v X1 = klxl + €C1 (T) (37)

La primera observacion importante es que, en analogia con lo que ocurria en la solucién, la componente

x1 de la ecuacién de Maxwell a orden € es no trivial. Se deduce que

J = "2 ViZ(p)Ud,, — ge”?V hyy, (3.8)

1

es de nuevo una constante, y por lo tanto, el lado derecho puede ser evaluado sobre el horizonte de

eventos.

Solo nos falta entender cémo deben ser las perturbaciones hiy, ¥ G5,. En primer lugar, de las ecua-
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ciones de Einstein a orden € se pueden observar las siguientes condiciones:

Ege=V1 =2 (]

hrzl — 39% [/ NTT 9 .
RoAU | ki (3.9)
-2V k2(I)
By, + (=V] + Vi) hig, — (QV{(V{ +Vy) + 2V + A bt L) (} 1(¢)> Pz, + €717 V2qal, = 0.
(3.10)

Necesitamos que estas perturbaciones sean regulares, por lo que se hace necesario proponer ciertas
condiciones de borde, tanto en el horizonte de eventos como en el infinito. Comenzando con las condiciones
sobre el horizonte, nos cambiaremos a las coordenadas de Eddington-Finkelstein, definidas por el cambio
de variable J
r
v=t+ i (3.11)
En estas coordenadas, vemos que se lee

b (o2 [5)) e o

y por lo tanto, impondremos como condicién de borde que

E
a;l Ny 76 (313)
A su vez, la métrica en estas coordenadas es
hts
ds* = —Udv® 4 2dvdr + e*V dz? + e2V2da? + ehy,, dvuds — € [t]l dvdr + €hy, dvdr (3.14)

Pero, de (3.9) se ve que h,,, es divergente, y por lo tanto, pedir que la métrica sea regular sugiere que

R, Uhye,. (3.15)

NT+
De lo anterior, se desprende que es suficiente pedir que (; sea analitica en el horizonte.

Respecto de las condiciones de borde en el infinito, éstas claramente dependen de las funciones de

acoplamiento Z(¢), ®1(¢). Tomando en consideracién el comportamiento asintético del fondo AdS:

Unot4+..., Vi=Var~gri+...,
q c
a ~oo b — iy ¢ ~oo TB-A
(con A < 3) se puede reemplazar (3.8 en (3.10|) para obtener una relacién para h;y, . Por ejemplo, en el
articulo |15] las funciones de acoplamiento son constantes, dadas por Z(¢) = ®1(¢) = 1, y con ellas, se

puede mostrar que
lim hs, =0, (3.16)

T—00
y en consecuencia, az, ~oo Jr L.
Usando todas las condiciones de borde sobre el horizonte en (3.8)) se obtiene la relacién J = oF,

donde
Vi 2(0)* (o)’

2o ),

o= leV"TV2Z(¢) + (3.17)

Respecto de las conductividades termoeléctricas, el calculo de @ es andlogo al anterior, a excepcién
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que ahora se construye una 2-forma G, que cumple la relacién
V,GM ok, (3.18)

donde k* es un vector de Killing arbitrario. En particular, al considerar el vector de Killing k = 0y,
se concluye que /—gG™™! es constante. Esta constante es la corriente de calor, salvo una constante de

normalizacién:

Q= 2/=gG"". (3.19)

De la evaluacién de @ en el horizonte, se obtiene

Q= —4nTe V" V2py, (3.20)
de donde se concluye que
4dmq
a=|—5—7= 3.21
o [k%¢(¢)],._,.+ 3:21)

Utilizando perturbaciones diferentes a las anteriormente consideradas, se puede mostrar que las otras

dos componentes de la matriz de conductividad son

_|_4mq o _ [(am)2eitver
‘T {k%q’(@]r—u e {k%cbw)} s (3.22)

3.2. Interaccién con un campo escalar no minimamente acopla-
do

Las ideas detrds de la correspondencia AdS/CFT también han sido utilizadas para entender mejor
ciertos fenémenos que ocurren en la Fisica de Materia Condensada [51}/52]. Por ejemplo, el caso de un
agujero negro con “pelo” - cantidad conservada que no es una carga global - en un horizonte plano podria
ser relevante para describir el comportamiento de superconductores no convencionales [9): el pelo existe
solo a bajas temperaturas y no esta presente a altas temperaturas, que es basicamente el comportamiento

de un superconductor.

Los trabajos [10,/11] y posteriormente [12{13] han sido fundamentales en la construccién de agujeros
negros con pelo, donde han considerado un campo escalar ¢ acoplado directamente con la gravedad a
través de su curvatura escalar. Para plasmar este concepto, nos referimos en D dimensiones a la accion

de materia dada por

S = % / dP2\/=g[0,$0" b + ERP?). (3.23)

El parametro & se conoce usualmente como el parametro de acoplamiento no minimal, y el caso & = 0 se

dice minimamente acoplado. De especial interés es el caso

D -2

=— 3.24
€= 151 (3.24)
pues la accion resulta invariante bajo el escalamiento conforme

G = Vg, o= P72 (3.25)
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Como consecuencia de lo anterior, la traza del tensor de energia momento, T, se anula. En efecto:

1
Tuz/ = Vu(bvu(b - §guuva¢va¢ + f(gw/[] - vuvu + Guu)(va (326)
T} =V,pVie— gvaw% +¢&(D - 1)0¢* + (1 - 12)) R¢? (3.27)
Si reemplazamos
O¢? = 2¢0¢ + 2V 46V, (3.28)

y la ecuacién de Klein-Gordon ¢ = £R¢ en (3.27)), se obtiene

T} = [(1 — ?) +2¢(D — 1)} [VadV*¢ + (Re?] (3.29)

observdndose que la traza se anula exactamente cuando £ toma el valor definido en (3.24). Por este

motivo, nos referimos a (3.24]) como el acoplamiento conforme.

Esta interaccién no trivial entre la gravedad y el campo escalar ¢ ha sido estudiada ampliamente en
la literatura. Extensiones agregando un potencial que depende de ¢ han sido estudiadas en [53H55]. Si
uno se restringe al analisis de soluciones sobre horizontes planos, hasta la fecha no se conocen soluciones
que usen Unicamente esta interaccion, y ha sido necesario agregar otras fuentes de interaccién, como
por ejemplo, extendiendo la Relatividad General a otra clase de teorfas gravitatorias [56({58|, agregando
3-formas [59H61].

En particular, una extensién interesante es el acoplamiento de dos campos axidnicos [14]. Los campos
axiénicos corresponden a campos escalares que dependen de las coordenadas espaciales, y en la linea de la
correspondencia hologréfica, podemos pensar que son fuentes adicionales. Se ha mostrado que la inclusiéon
de este tipo de campos permite construir un modelo que conduce a la disipacién del momentum, [15], y

por consiguiente, modelos que tienen una conductividad eléctrica op¢ finita, por ejemplo, [62H69].

El estudio de la accién (3.1)) suplementada con el acomplamiento conforme fue estudiada en el articulo

[14], y es la base para la extensién a un acoplamiento ¢ general [1].

En el articulo [1], se construye una familia uniparamétrica de lagrangianos, indexados por un pardme-
tro positivo b. La parte gravitatoria corresponde a la teoria de Einstein en D = 4, con una constante
cosmolégica A = —3. Respecto de la componente de materia, el tensor de Maxwell F),,, serd el responsable
de la carga electromagnética. Ademds, se incluye un campo escalar ¢ = ¢(r) no minimamente acoplado
(3.23)), junto con un potencial Uy(¢) que depende del parametro de la teoria. Finalmente, se consideran
en forma adicional dos campos axidnicos (¢1,12), los cuales estdn homogéneamente distribuidos a lo
largo de las componentes espaciales, y al mismo tiempo, no minimamente acoplados al campo escalar ¢
a través de una funcién de acoplamiento £5(¢), que también depende del pardmetro b. Todo lo anterior

se puede codificar a través del lagrangiano

£

2
L=r(R—2A)— EFWF’“’ - %ama“gs — §R¢2 — Up() — @ Zaﬂwi oM.
=1

En el anélisis se observan dos familias de soluciones de agujero negro, donde la posicién del horizonte
de eventos depende de la intensidad de carga axiénica w. En una de ellas, para w > 0, la Temperatura
de Hawking adquiere un valor no nulo, y se concluye que el rango de posibilidades para el pardmetro b

estd sujeto a 3 condiciones:

1. Una restriccién matematica producto de la existencia de una relaciéon entre las cargas electro-
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magnéticas ¢e, ¢, v la carga axiénica w dada por

A 260" nR(gZ + i)
n—1—-8nkbr1

, (3.30)

1
donde n es simplemente una redefinicién del parametro £, n = m El lado izquierdo de la
igualdad es siempre no negativo, y eso impone condiciones sobre b en el lado derecho.
2. Una restriccién proveniente de la entropia, puesto que el pardmetro b modifica la entropia de las

soluciones en la siguiente forma:

A/l n—1 1-n

y por lo tanto, la restriccién sobre b queda en evidencia pues la entropia siempre debe ser positiva.
En el caso w > 0,las soluciones con entropia positiva estan en el rango 0 < £ < %, acordes a las

restricciones estudiadas en [70].

3. Una restriccién proveniente de la conductividad eléctrica, dado que el parametro b también la

modifica:

(n—1) — 8nrb™ !

+ T2nkbr—1 + (n — 1)(42_"(3ﬂ _ 5) _ 1) : (3.32)

UDC:]-

Se puede observar que para valores arbitrarios de b, la conductividad se podria ver afectada de modo
tal de obtener soluciones fisicamente inaceptables (cpc < 0). Se observa también que existe un valor
critico para net tal que para cualquier n > nei; existe una pareja (n,b) donde la conductividad
es infinita. Esta divergencia podria ser indicador de una teoria que imite el comportamiento de

conductores perfectos.

El otro tipo de soluciones, cuando w < 0, es menos restrictivo en términos del parametro b, pero
a diferencia, la Temperatura de Hawking es T = 0. Una caracteristica que destaca en esta solucién es
el hecho que el pardmetro no minimal toma valores discretos, y esto tiene un efecto sobre la masa del
agujero negro. La entropia sigue la formula de Bekenstein-Hawking. Alin m4és interesante que lo anterior,

es que en este caso la matriz de conductividad eléctrica tiene el siguiente comportamiento:

0 am
S (_q %> (3.33)

de

que es muy similar al efecto Hall cuando el tiempo de relajacién tiende a infinito ([2.28)).
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ABSTRACT: In this paper, we construct four-dimensional charged black branes of a nonmini-
mally coupled and self-interacting scalar field. In addition to the scalar and Maxwell fields, the
model involves two axionic fields homogeneously distributed along the two-dimensional planar
base manifold providing in turn a simple mechanism of momentum dissipation. Interestingly
enough, the horizon of the solution can be located at two different positions depending on the
sign of the axionic charge, and in both cases there exists a wide range of values of the nonmin-
imal coupling parameter yielding physical acceptable solutions. For negative axionic charge,
the allowed nonminimal coupling parameters take discrete values and the solution turns out
to be extremal since its has zero temperature. A complete analysis of the thermodynamical
features of the solutions is also carried out. Finally, thanks to the mechanism of momentum
dissipation, the holographic DC conductivities of the solutions are computed in term of the
black hole horizon data, and we analyze the effects of the nonminimal coupling parameter
on these conductivities. For example, we notice that for the non extremal solutions, there
always exists a nonminimal coupling (which is greater than the conformal one in four dimen-
sions) yielding perfect conductivity in the sense that the conductivity is infinite. Even more
astonishing, the conductivity matrix for the extremal solutions has a Hall effect-like behavior.
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1. Introduction

In the last decades, the ideas underlying the Anti de-Sitter/Conformal Field Theory (AdS/CFT)
correspondence have been applied to get a better understanding of phenomena that occur in
the condensed matter physics as the quantum Hall effect, the superconductivity or the su-
perfluidity, see e. g. [1, 2]. As a significative example, we can mention the case of charged
hairy black holes with a planar horizon that may be relevant to describe the behavior of
unconventional superconductors [3]. In this scenario, the nonzero condensate behavior of the
unconventional superconductors is mimicked by the existence of a hair at low temperature
that must disappear in the high temperature regime [3]. Nevertheless, finding black holes
with such features is an highly nontrivial problem that is rendered even more difficult by
the various no-hair theorems with scalar fields existing in the current literature, see e. g.
[4]. Fortunately, the precursor works of Refs. [5] and [6] have established that scalar fields
nonminimally coupled seem to be an excellent laboratory in order to escape the standard
scalar no-hair theorems. Indeed, as shown independently in Ref. [5] and Ref. [6], conformal
scalar field nonminimally coupled to Einstein gravity can support black hole configuration
with a nontrivial scalar field. These black hole solutions have been dubbed BBMB solution in
the current literature. However, the BBMB solution suffers from some pathology essentially
because of the divergence of the scalar field at the event horizon. This inconvenient makes
its physical interpretation and the problem of its stability a subject of debate. A way of
circumventing this pathology consists in introducing a cosmological constant whose effect is
to precisely push the singularity behind the horizon, and as a direct consequence, the scalar
field becomes well-defined at the event horizon [7]. It is important to stress that for the
BBMB solution or its extensions with cosmological constant dubbed as the MTZ solution
[7, 8], the parameter £ that couples nonminimally the scalar field to the curvature is always



the conformal one in four dimensions, namely £ = %, and the horizon topology of the black
hole solutions is either spherical or hyperbolic depending on the sign of the cosmological con-
stant. There also exist examples of black hole solutions with the conformal coupling & = %
but with a potential term that breaks the conformal invariance of the matter source, see e.
g. [9, 10]. Nevertheless, charged black holes with planar horizon topology for a scalar field
nonminimally coupled to Einstein gravity with or without a cosmological constant are not
known!. It seems that extra matter source is needed in order to sustain planar charged black
hole with a nonminimal scalar field. This intuition is based on the works done in [14, 15] where
a planar version of the MTZ solution was rendered possible thanks to the introduction of two
3—forms that were originated from two Kalb-Raimond potentials. Interestingly enough, this
construction was also extended for arbitrary nonminimal coupling in [16]. Very recently, it
has also been shown that (charged) planar AdS black holes can arise as solutions of General
Relativity with a source composed by a conformal scalar field together with two axionic fields
depending linearly on the coordinates of the planar base manifold [17]. The existence of these
planar black holes is mainly due to the presence of the axionic scalar fields which, in addition
of inducing an extra scale, allow the planar solutions to develop an event horizon. More
precisely, as proved in [17], the black hole mass is related to the axionic charge, and hence
these axionic (charged) black branes can be interpreted as extremals in the sense that all their
Noetherian charges are fixed in term term of the axionic intensity parameter. Many other
interesting features are inherent to the presence of axionic fields for planar solutions. Among
others, axionic fields depending linearly on the coordinates of the planar base manifold pro-
vide a very simple mechanism of momentum dissipation [18]. From an holographic point of
view, this feature has a certain interest since, as established in Refs. [19, 20], the computation
of the DC conductivities can be uniquely expressed in term of the black hole horizon data.
Mainly because of these results, the study of axionic black hole configurations in different
contexts has considerably grow up the last time, see e. g. [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28].

In the present, we plan to extend the work done in the conformal situation [17] to the
case of a four-dimensional scalar field with an arbitrary nonminimal coupling with two axionic
fields. The model also involves a parameter b that enters in the scalar potential and in the
function that minimally couples the scalar and the axionic fields, see below (2.3a-2.3b). The
range of this extra parameter will be fixed by some reality conditions as well as by demanding
the solutions to have positive entropy. Asymptotically AdS planar dyonic black hole solutions
will be presented with axionic fields homogenously distributed along the orthogonal planar
coordinates of the base manifold for a priori any positive value of the nonminimal coupling
parameter £. However, the positive entropy condition will considerably reduce the range
of the permissible values of the nonminimal coupling parameter. As in the conformal case
[17], the solutions only contain an integration constant, the axionic charge, here denoted by
w. Interestingly enough, the location of the event horizon can be at two different positions
depending on the sign of the axionic charge w. Moreover, for w < 0, the range of permissible

In higher dimensions D > 4, it has been shown that locally AdS black hole solutions with planar base
manifold can emerge for scalar field nonminimally coupled to Lovelock gravity [11, 12, 13].



values of the nonminimal coupling parameter is discrete, and the solution is shown to be
extremal since its has zero temperature. Finally, the full DC conductivities associated to the
charged black brane solutions will be computed following the recipes given in [19, 20]. One
of our motivations is precisely to identify the impact on the conductivities of the nonminimal
coupling parameter.

The plan of the paper is organized as follows. In the next section, we present the model
which consists of the Einstein gravity action with a negative cosmological constant with a
source given by a self-interacting and nonminimally scalar field coupled to two axionic fields.
In Sec. 3, the asymptotically AdS planar dyonic solutions are presented. In Sec. 4, a detailed
analysis of the thermodynamics properties of the solutions through the Hamiltonian method
is provided allowing to identify correctly the mass of the dyonic solutions. In the next section,
following the perturbative method presented in [19, 20], the full DC conductivities of the (non)
extremal solutions are computed and the effects of the nonminimal coupling parameter are
analyzed. The last section is devoted to our conclusions.

2. Model, field equations and black brane solutions

We consider a four-dimensional Einstein-Maxwell model with a negative cosmological con-
stant, a nonminimally coupled and self-interacting scalar field ¢ together with two axionic
fields v; for i = 1,2 whose action is given by

1

S = /d4x\/7—g (K(R —2A) — ZFWF‘“’ - %aﬂww €

2
2 €b(¢) o
>R¢? — SN L oMp; | (2.1
SR = Un(0) - =5 ;amz o | (2.1)
Here the Maxwell field strength is F),, = 0,A, —0, A, the nonminimal coupling parameter is
denoted by & while the potential U, and the coupling ¢, will be given below. For latter conve-
nience, we shall opt for the following parametrization of the nonminimal coupling parameter

£

n—1

§= (2.2)

which maps the region £ > 0 to n € R\ [0,1]%. Note that the particular value £ = I which
corresponds to the limit n — oo will be treated separately. The potential Uy(¢) and the
coupling &,(¢) associated to the axionic fields depend on a positive constant denoted by b
whose range will be conditioned by some reality conditions as shown below

1—n 2n+4 2n+2

Us(¢) = (W= 3)(n = 67T — 362 (n — 4)(3n - )9
8n (1 - b¢ﬁ)

+6b(n — 3)2p7T — (n — 3)(n — 4)¢? — 6b5—"¢>%), (2.3a)

2A simple calculation shows that the range of values £ < 0 is not compatible with the reality condition as
defined by Eq. (2.6) .



ep(¢) =1+

n—1 ((n —2)¢% — (n — 3)bp7-T — b‘°’"¢"41> , (2.3b)

8nk (1— bd)%y

Before proceeding, we would like to stress that the minimal case £ = 0 or equivalently n =1
which has been fully treated in [18] is clearly excluded from our analysis because of the form
of the expressions Up(¢) and €(¢). Also, we may note that for the conformal situation £ = %
or equivalently n = 3, the potential vanishes identically and the axionic minimal coupling
ep(¢) = 1, and this situation corresponds to the case already studied in [17].

The field equations obtained by varying the action (2.1) with respect to the metric, the
Maxwell field A, the scalar field ¢ and the axionic fields 1; read respectively

1 1 1o

H(G,ul/ + Ag,ul/) QT/?V + 2T;fy 2T§u )

V" =0, (2.4)
dU, 1de ,

O¢ = Rqs ¢b 5 d;’ Z 0,bi i,

Va (€b(¢)V°‘¢i) =0, i= 1,2,

where the different energy-momentum tensors are given by

1 n—1
T[fu = 0,0y ® — Guv (25a¢aa¢ + Ub(¢)) o (90 — VYV + G) %,

2

T;fu = 5b(¢) Z ( uﬁ]z Oy i — g/w O0ai0 ﬂ’z) )
i=1
1
T = FuF° — lgu,,Fpan”.
Dyonic black brane solutions of the field equations for A = —3 and with axionic fields

homogenously distributed along the two-dimensional planar base manifold can be found, and
are given by

—f(r)dt? + ;l” + r2(dz? + dy?),

10 = (-2 (4 2 )3, 1(@) =we, Valy) = wy

ds?

r? V125 V125
(2.5)
. =

where the intensity of the axionic fields w is tied to the electric and magnetic charges by the
relation

bn—l 2(.2 2 1
96 nk*(q; +qm))4. (2.6)

:i(
w n—1—-8nkbn1



Table 1: Range of the permissible values of the nonminimal coupling parameter £ depending
on the sign of the axionic parameter w ensuring a real solution.

Sign of w | horizon r; | Permissible values of n or equivalently of £ and range of b ‘

w >0 r+:\/% n>1ie £€]0,5[ b€0,bgf

w>0 r+:\;’1°;7 n<0,i e £€]t00], bElby, 00

w<0 ry=— n:1—2k,i.e.§:%, kEeIN\ {0}, b€by,o0]

7

12k

We will now be as exhaustive as possible to enumerate the properties of these dyonic
black brane solutions. For a nonminimal coupling parameter £ as parameterized by (2.2), we
have to distinguish between the case n > 1 corresponding to £ €]0, %[, and the case n < 0,
i. e. £ €]} 00 For n > 1, in order to deal with a real constant w as defined by (2.6), the
parameter b of the model must belong to the interval b €10, by[ with

1
n—1\nr-1
= 2.
bo ( 8nk > ’ (2.7)

while for n < 0, one must have b € ]by, co[. Also, the constraint (2.6) allows both sign for

the intensity of the axionic fields w. This remark has an interesting consequence concerning

the location of the horizon ry since for w > 0, we have ry = \/% while for w < 0, the
event horizon is located at r; = —ﬁ. In this former case, because of the form of the

metric function (2.5), the temperature of the solution vanishes identically and the black
brane configuration can be interpreted as an extremal solution. It remains to ensure that the
scalar field (2.5) is well-defined in the region outside the horizon, namely for r € [r, co[. For
w > 0, the scalar field is regular everywhere in the region r > 0. On the other hand, for a
negative axionic intensity parameter w < 0, the reality condition on the scalar field on the
region r € [ry = —%ﬁ, oo restricts the parameter n to be an odd negative integer n = 1—2k
with & € IN'\ {0} or equivalently the nonminimal coupling parameters is forced to take the
discrete values given by & = m All these details are summarized in the table 1. It is
also interesting to stress that for w < 0, even if the scalar field vanishes at the horizon, the
expressions of the potential (2.3a) and the coupling (2.3b) remain finite once evaluated on
the solution at the horizon, i. e.

3(n — 1)bin

U, = 2 )l =1

(n—1)bt—"
8nK '

(2.8)

This remark will be of importance for the finiteness of the DC conductivities of the extremal
solutions. Finally, we would like to make a comment concerning the neutral configuration
de = ¢m = 0. In this case, the reality condition on w given by Eq. (2.6) is replaced by a
constraint on b given by b = by where by is defined in (2.7).

To conclude this section, we briefly report the solution for the special coupling £ = %
which was excluded from the previous study. In contrast with the other couplings, the black



brane solution can not be charged, and the neutral solution is given by

2 3 2
2 2 W w 2 dr 2032 2
_ (2w W 2.
ds <r P 2m’> dt” + N + r°(dz® + dy*), (2.9)
" 2k 2kKT
¢(T) = 657 'lpl(l') = Wz, ¢2(y) = wy, (210)
for a potential U and a coupling € free of any couplings that read
U(p) = _# (26 1n(¢)® + 6 In(¢)* + (3k — 1) In(¢) — 2) (2.11)
4k In(9) ’
2
e(p) =1- P (In(¢) +2) . (2.12)

One can easily see that for w > 0, the metric solution admits a single root located at r €
2

5 00l

3. Thermodynamics of the solutions by means of the Hamiltonian method

We now study the thermodynamics properties of the non-extremal solution (2.5) with w > 0

whose event horizon is located at r; = \/31%@ with n € R\ [0, 1] or equivalently & €]0, 2[U]1, oo].

In order to achieve this task, we will proceed using the Euclidean approach where the time
is imaginary and periodic with period 8 = T~!. Here, T stands for the temperature which
is fixed by requiring regularity at the horizon. The temperature of the non-extremal solution
(2.5) reads

16w
T=——. 3.1
IV 12k (3:1)

The Euclidean action Ig,. is related to the Gibbs free energy F by

[Euc = B‘F = ﬁ(M TS — ZMiQi);

where M is the mass, S the entropy and pu; are the extra potentials with their corresponding
charges Q; [29].

In order to construct a well-defined Euclidean action, we will consider a mini superspace
where the metric is static and given by

dr?
fr)

with 7 € [0, 8]. The radial coordinate r ranges from the horizon to infinity, i. e. r > ry,

ds®* = N(r)f(r)dr? + + r?(da? + dy?),

and the planar coordinates both are assumed to belong to a compact set, that is x € €,
and y € Q, with [dxdy = Q,Q,. We also assume a specific ansatz for the scalar, axionic



and electromagnetic fields, i. e. ¢ = ¢(r), A dat = A (r)dr + Ay(y)dx + Ay(x)dy, and
1 = Y1(z), and 1Py = ¥2(y). In doing so, the reduced Euclidean action takes the form

Tpye = /d43: (NH+ Ap') + B, (3.2)
where B is a boundary term that will be properly fixed below. Here p is the conjugate
2
momentum of A,, p = —ﬁAT(r)/ , and the reduced Hamiltonian # is given by
r

H = (26— Ep(r))(rf'(r) + f(r)) — %f(T)TQ(—l +48)¢'(r)* — rE@(r) (rf'(r) + 4f (r))¢' (r)

(0 Ay — 0,A;)?
272

2 2
—2r? f(r)és(r) ¢ (r) + @ Z(aﬂ/)z‘)Q + + 27% + 72U (¢) + 261%A.

=1

The boundary term B is fixed by requiring that the reduced action has an extremum, that is
01 gye = 0, yielding to

6B = | (~A-8p = N(r) [(2rs = ra(r)*r260(r)9! (M)8f = r2(f'(N€o(r) + (1) (r) = 2/ (r)&8 (r))60

+2r2f(r)g¢(r)5¢’])f+ —/Rdr 5n(¢(r)){l/ + UQ dx 81,1/)261/)2} ) } (3.3)
T4 TEQ, yesly

Qy
foN(r)
S dr (9, A, — 0, A,)5A, —| [ dy (0,4, — 0,4,)54, }BQTQJ
T4 r Qp IS Qy €N,

where this expression has to be evaluated at the limit R — oco. The field equations obtained

dy 3x¢15w1]

from varying the Euclidean action (which do not depend on the boundary term B) imply that
N is a constant, and this latter can be chosen without any loss of generality to be N(r) = 1.
On the other hand, Gauss law implies that p = cst = ¢.. For the axionic fields, we note that
their contribution strongly depends on the integral fr: ep(¢(r)) dr, which in our case can be
computed yielding to

T n — 1-n
/ ep(op(r))dr =r — % (w"il(\/ﬂr + w)?’*” - w2> — (r<—ry). (3.4)

T+

The final variation of 6 B at the infinity is finite and given by

4? n (n —3)(n — 1)V12kb! "w?
Vi ! 48nk? ’

dB(00) = Q0 (
where 7 is defined as
n=206240d," where ke IN\ {0}. (3.5)

The emergence of this extra contribution proportional to n which is effective only for n = 2
and for any nonzero negative integer can be explained from the fact that the ”binomial”



expression appearing between the large brackets in (3.4) will contribute with a linear term
in the radial coordinate only for integer values n € IN less or equal to three?. Working in the
grand canonical ensemble, where 8 and all the potentials are fixed, the boundary term at the
infinity can be integrated as

3.6
EWir T 14dn2 (3.6)

For the contribution at the horizon of the Euclidean action, we require the following

B(o0) = .9, ( I Gt [ e 1)@61%3) .

variations
5f |ry = —=f(r)dry, 8¢ |r, =0(d(ry)) — ¢ (ry)ory
op ey =g, GAy|n, = géqm, SA,
01 |ry = 26w, 6|, = yow

For reason that will become clear, see below Eq. (3.10b), we define

Y
T+ - _§5Qm

~ 1

G= , (3.7)
2(n—1
167k — Mmﬁ@@ﬁ
n
and we finally get
A
§B(ry) =10 (45) + B[®0qe + P — Prow — Podw] 2,Q,, (3.8)
where A, = Q,Q,r? is the horizon area, ®, = &, o, = I nd &1 and @3 correspond to
r

+ T+
the axionic potentials, defined as w times the horizon term of (3.4), i.e.,

O =Py =w <r+ — M (wn—l(\/mm_ +w)3_n _w2) B n(n— 3)(n_ 1)\/@111"0.)) |

96K2nr 06712

Therefore, the boundary term at the horizon is
A
B(TJr) = i + 6 [(I)eQe + (I)QO - Pw — CI)2W] QmQy- (3'9>

Plugging (3.6) and (3.9) we obtain our boundary term, B = B(oco) — B(r4). The relation
between the boundary term and the Gibbs free energy allows us to identify the mass M, the
entropy S, the electric charge 9., the magnetic charge Q,, and the axionic charges Q; and

Q27

403 (n —3)(n — 1)v12rb* w3
— 0,0 , 1
™ ’ (3\/1% M T4dns> (3-10)
A,
= — .10b
S ek (3.10b)
Qe = QnyQe» Qm = QnyQm, Ql = QQ = —QnyW. (3.106)

3We may remember that the values n = 0 and n = 1 were excluded from the very beginning, and for n = 3
the expression multiplying 7 vanishes identically.



It is reassuring to check that in the conformal case n = 3, these thermodynamics quan-
tities reduce to those obtained in [17]. On the other hand, even if the first law is satisfied
by means of the constraint (2.6), the signs of the entropy and the mass must be analyzed
carefully. Firstly, the positivity of the entropy imposes a lower bound for the parameter b;
this is because the constant G as defined by (3.7) must be strictly positive, and this leads to

b> i (7;;H1)n_1 :ibo, for n > 1, and b < %bo, for n < 0.
Referring to the Table 1, one can see that the reality condition imposed by (2.6) for w > 0
make possible to deal with solutions with positive entropy only if n > 1 or equivalently
¢ €]0, i[ and the range of the parameter b must then be reduced to b E]ibg, bo[. For the other
values of the nonminimal coupling parameter n < 0 or equivalently & > i, the entropy of the
solutions turns out to be always negative because of the reality condition (2.6). Concerning
the mass, it is interesting to note that the mass is always positive for 7 = 0 as defined by
(3.5) or for the conformal case n = 3. On the other hand, for n = 2, the positivity of the
mass requires b > %bo, and hence our static solution with n = 2 can have positive entropy
and mass by demanding the parameter b to belong to the set b E]%bo, bo[. Finally, for the
remaining values for which n = 1, namely n = —1, -2, ---, the solutions will always have
negative mass and entropy.

For the extremal solution corresponding to w < 0 and ¢ taking discrete values (cf. Table
1) with a scalar field vanishing at the horizon ¢(ry) = 0, it is not safe to consider the Euclidean
approach since the inverse of the temperature is infinite. Nevertheless, one can compute the
entropy of the extremal solution by means of the Wald’s formula [30] yielding

Sextremal = 47TK Q$ Qy /r«2|»' (311)

It is interesting to note that this result matches with the non extremal expression (3.10b)
with (3.7) by taking ¢(r4) = 0. In addition, as it can be seen from Eq. (3.11), the entropy

. . - . . A
of the extremal solution is always positive and given by the Hawking formula, S = &,

after restoring correctly the value of s in term of the Newton gravitational constant, i. e.
K= ﬁ. On the other hand, the mass of the extremal solution is given by

4w —3)(n — 1)V12kb w3
Moo = 0 | X 4 (1 =30 = 1) ), (3.12)
3V12k 144nk
and it is easy to see that for the permissible discrete values of the nonminimal coupling
parameters n = 1 — 2k with k¥ € IN'\ {0} this expression is always positive for b > by (cf Table

1) even if w < 0.



Table 2: Signs of the entropy and mass of the dyonic solutions whose reality conditions are
1
fixed by Table 1 and where by = (”—71) n-l,

8nr
Sign of w Permissible values of £ ‘ Signs of entropy and mass ‘
w>0 n>1 and n#2 ie £€]0,1[\3 §>0 andM >0, for be€|tbo,bol
w >0 n=2 ief=3% §>0 and M >0, for b €|3bg,bol
w>0 n<0 ie €]t oo S<0andM <0, for b> by
w<0 |n=1-2k, i.e.fzﬁ, ke IN\ {0} S>0 and M >0, for b> by

4. Holographic DC Conductivities

In Refs [19, 20], it was established that the full DC conductivities for black holes enjoying a
momentum dissipation can be computed in terms of the black hole horizon data. The main
idea is to construct some conserved currents independent of the holographic radial coordinate
r. To that end, we follow the prescription as described in Refs. [19, 20], and we first turn on
the following relevant perturbations on the black brane solution (2.5)

0A, = —Ept+a,(r), 6Ay = —Eyt+ ay(r)
0Gte = Tzhm(’l“), 0Gry = rzhm(r), Ogty = rthy(r), Sgry = r2hty(r)
1 = x1(r), 02 = xa(r),

where F,, Fy, are two constants. Consequently, the two perturbed Maxwell equations read

fICL/I + Fag + thfm + Qm(flhry + fh;»y) = O>
f'ay + Fay + gehty = am(f'hre + fhiz) =0,
which allow to define the following two conserved currents,
Iy 1= *fa; — ez — mehfryv (4.1a)
Jy = —fa; - qehty + qm fhr. (41b>

According to the AdS/CFT correspondence, the holographic DC conductivities are deter-
mined by the conserved currents in the asymptotic boundary, and since the expressions ob-
tained above (4.1a) and (4.1b) are independent of the radial coordinate, we can evaluate
them at the horizon r. The next step is to impose boundary conditions on the linearized
perturbations at the black hole horizon. In order to achieve this task, it is convenient to use
the Eddington-Finkelstein coordinates (v,r) such that v =t + [ %. In this case, the gauge
field will be well-defined by demanding

dr dr
Ay = _Ez/f(r)’ ay = — L, m, (4.2)

— 10 —



while we will require the axionic fields to be constant near the horizon, and for the metric
perturbations we will need to impose

_ Juz _
f)y )

All the previous conditions can be substituted into the rx and ry components of the linearized

hra (4.3)

Einstein equations, obtaining a system of equations for h;(r;) and hyy(r), whose solutions
are given by

B — _Enga - Qm5b(¢)w2T2Ey I ngTnEy (4.4a)
m 16a%qy, + 2qm,e0(P)w?r? + ep()?wirt + 160%¢2q3, |,_,, '

hyy = qzquaﬁ + q;o’nE:C - QE56(¢)UJ2T2Ey + 4QQm5b(¢)W2T2Ex (4 4b)
, A RO E Pt G, o,

Since the DC conductivities depend on the location of the horizon, we will first consider the

non extremal case w > 0 where the the horizon is at ry = \/% while the extremal situation
w<0andry = —ﬁ will be treated at the end of the section. Hence, the final step is to

insert (4.2 - 4.4b) into (4.1a), (4.1b) to obtain the conductivities trough

o0 Ew?(12(q2 + ¢2,)k + 9&pw?)
0B 1662,(¢2 + g2)R? + 24¢2E0 K + 96w

S 0Je Qeqmr(64(q% + 2,k + 965w?) (4.5)
WUOE,  64q2,(¢2 + ¢2,)K2 + 962, 6wtk + 366,%W8’ '

oJ, 0J,
Oyx = TE‘Z = —Ogzxy, Oyy = TE}; = Ogzx,
where we have defined
B n—1)(4>""(3n —5) — 1)pl—"
&= eplo(ry)) = 14 DDA TR 5 Z Db TE (4.6)

2nk

The conductivity matrix is antisymmetric in accordance with the invariance under the SO(2)
symmetry. The purely electric DC conductivity opc is given by

4q%k

opc = Ux:p((lm = 0) =1 + 32::1)(4)4

(n—1) — 8nkb™ !
2nkb" 1 4+ (n — 1)(42"(3n —5) — 1)’

(4.7)

where we have explicitly used the constraint (2.6). We are now in position to analyze the
effects of the parameter b and the nonminimal coupling parameter n on the electrical DC
conductivity. We also recall that the parameter b is subjected to some reality conditions (cf.
Table 1) corresponding to the mathematical range of b but also to physical constraints that
ensure the positivity of the mass and entropy (cf. Table 2) that we will refer as the physical
range of b.

— 11 —



Firstly, it is straightforward to prove that there exists a value of the nonminimal coupling
parameter ng &~ 3.4681 corresponding to &, ~ 0.1779 (2.2) such that for each n > ng, there
exists a precise value of the parameter b denoted by b; with %0 < by < by (cf. Table 2)
such that the DC conductivity is strictly positive for b €]bi,by| and opc becomes infinite
at (n,b1). In other words, this means that for any coupling greater than ng, one can always
chose a parameter b €]by, by[ of the theory that yields to well-defined physical solutions, namely
solutions with positive mass and entropy and having a positive conductivity. Additionally for
the choice b = by, the model will describe perfect conductivity in the sense that cpc — 0o at
the point (n,b1) with n > ng.

Now, in order to visualize the influence on the electric DC conductivity of the parameters
b and n, we will plot the graphics of op¢ in function of b and n. In Fig.1, we plot the
conductivity vs the parameter b for two distinct values of the nonminimal coupling parameter,
namely n = 2 < ng and n = 4 > ng. The graphic given by Fig.1(a) for n = 2 is in fact
representative of all the cases 1 < n < ng. One can see that for the physical range of b,
namely b €]1bo, bo[ or b €]3bg, bo[ for n = 2 (cf. Table 2), the conductivity is strictly positive
and finite. In fact, the positivity of the conductivity is always ensured even for the full
mathematical range of b, i. e. b €]0,bg[. On the other hand, the graphic represented in
Fig.1(b) for n = 4 will be similar for any value n > ng. In this case, as mentioned before, one
can see the existence of a a vertical asymptote at b = by (for n = 4 we have b; ~ 0.66534)
where the conductivity becomes infinite. Nevertheless, in contrast with the previous case,
the conductivity is positive only for b > b1, and hence part of the physical range, namely
b 6]%b0,b1[ yields to negative conductivity. We also include a plot of the non extremal
situation for n < 0 or equivalently £ > %, see Fig.2. The mathematical range of b is located
at the right of the blue line while its physical range is at the left of the dotted line. One
can see that for a mathematically well-defined solution, the electric conductivity is always
positive even if it has negative mass and entropy. We can also appreciate the influence of the
nonminimal coupling parameter on opc by drawing the graphics of this latter in function of
n, see Fig.3. In order to achieve this task, we must be careful with the election of b since its
range of permissible values depends explicitly on n, see tables 1 and 2 where we have defined
bp in (2.7). As explained before, one can see that for n < ng, the electric conductivity is
positive while for n > ng, one has opc < 0.

— 12 —
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by |

T
1.5 |
|

(a) opc vs b for n < ng  or equivalently (b) opc vs bforn=4>ngy or equivalently
£€=3 =3
Figure 1: The conductivity opc in term of the parameter b for nonminimal couplings 0 <
£< 1.

Figure 2: opc vs b for any nonminimal couplings n < 0 or equivalently & > i.

The remaining DC conductivities namely the thermoelectric and the heat conductivities
can also be obtained by turning on a more general time-dependent perturbation?

5Ax =t <_E + Ca(r)) + ax(r), 6gtx = _th(r) + Tthx(T)a 597":0 = rQthv 5¢z = X(’I“),

4For simplicity, we will only consider the DC conductivities along the z—coordinate without magnetic
charge.
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(a) opc vs n for b= 0.6 (b) opc vs n for b= 0.95

Figure 3: Influence of the nonminimal coupling parameter n on the electric conductivity.

where ¢ can be shown to parameterize a time dependent source for the heat current. As a
consequence, in addition to the conserved current J,, the following quantity

Q. = f(r)? (f(r)rth), —ald;

is also conserved along the radial coordinate [19]. Hence, the thermoelectric conductivities a
and & as well as the heat conductivity & can be computed yielding
0Q,  4mq. 0J,  4mqe 0Q 647w

a:BaE - U)Qébj a:BaC - wQé‘b :B aC - 3gb/€ /7121%) (48)

=

where [ as usual is the inverse of the temperature.

Finally, for the extremal solutions, namely w < 0 (cf. Tables 1 and 2), the analysis is
completely analogue. This is due to the fact that, even if the scalar field vanishes at the event
horizon, the minimal coupling function &, remains finite at the horizon (2.8). As a direct
consequence, the expressions derived previously remain valid with the difference that in the

_w

V12K

matrix becomes an antisymmetric matrix given by

0 qm)
o= @ | . (4.9)
qm
( qe 0

It is somehow appealing that for the extremal solution, the conductivity matrix has a Hall
effect-like behavior with a Hall conductivity that looks like that B/p instead of p/B, (here
p is the density of charge and B the orthogonal magnetic field). Indeed, in the AdS/CFT
dictionary, (34 1)—dimensional AdS dyonic black holes are conjectured to be dual to a (2+1)

extremal case, the horizon is located at r4 = — . Interestingly enough, the conductivity
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CFT. In this picture, the electric bulk gauge field does not have a counterpart in the dual
field theory but instead it fixes the electric charge density p to be proportional to the electric
charge of the black hole, i. e. p & ¢.. On the other hand, the magnetic bulk gauge field is in
correspondence with an external magnetic field in the CFT side with a field strength B « gp,.
Hence, the Hall conductivity in our case (4.9) is proportional to the ratio between the magnetic
field and the electric charge density, i. e. oy %. In order to circumvent this pathology
one could have invoked from the very beginning the electromagnetic duality symmetry of the
dyonic solution which consists in interchanging the electric with the magnetic charge namely
Qe <> Qm, and in this case,one will end with a Hall conductivity given by oy, x %.

5. Conclusion

Here, we have considered a self-interacting scalar field nonminimally coupled to the four-
dimensional Einstein gravity with a negative cosmological constant. The matter source is
also supplemented by the Maxwell action with two axionic fields minimally coupled to the
scalar field. Our model is specified from the very beginning by two parameters that are the
nonminimal coupling parameter denoted £ or equivalently n (2.2) and the constant b that
enters in the minimal coupling as well as in the potential. For this model, we have obtained
dyonic planar black holes with axionic fields depending linearly on the coordinates of the
planar base manifold. We have noticed that these charged solutions depend on a unique
integration constant denoted by w and the horizon can be located at two different positions
depending on the sign of w. Surprisingly, for w < 0, the temperature of the solution vanishes
identically and hence one can interpret the solution as an extremal black brane. We have also
shown that some reality conditions (cf. Table 1) supplemented by the requirement of having
solutions with positive entropy and mass restrict considerably the permissible values of the
nonminimal coupling parameter and of the parameter b, see Table 2. For a positive axionic
charge w > 0, the set of physically acceptable values of the nonminimal coupling parameter is
given by £ €]0, i[ while for the extremal solution corresponding to w < 0, only discrete values
of the nonminimal coupling parameter given by £ = m with & € IN'\ {0} yield solutions
with positive mass and entropy. These restrictions on the nonminimal coupling parameter are
to be expected since, even for purely scalar field nonminimally coupled to Einstein gravity,
black hole configurations have been shown to be ruled out for £ < 0 and & > %, see Ref. [31].

In the last part of this work, we have taken advantage of the momentum dissipation
ensured by the axionic fields to compute the different conductivities by means of the recipes
given in Refs. [19, 20]. Many interesting results can be highlighted from the study of the
holographic DC conductivities inherent to these dyonic solutions. For the non extremal
solutions, we have shown that for n < ng ~ 3.4681 or equivalently £ < &y ~ 0.1779, the dyonic
solutions always enjoy a positive conductivity for any mathematically permissible value of b.
On the other hand, for n > ng, the positive conductivity condition restricts the interval of b
to be ]by, bo[ with b; > %bo. In other words, this means that the physical solutions (in the
sense of having positive mass and entropy) for n > ny with b G]%bo, bi[ will have a negative
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conductivity. Also, we have shown that for n > ng there always exist a value of the parameter
b denoted by by yielding perfect conductivity in the sense that opc(n, b)) — co. Finally, for
the extremal solution, we have shown that the diagonal elements of the conductivity matrix
precisely vanish and its off-diagonal elements are similar to those inherent to the Hall effect.

An interesting extension of our model will be to consider an additional k—essence term
for the axionic part of the action and to analyze the effects on the conductivities of the
nonminimal coupling parameter ¢ conjugated with the k—essence parameter, see Ref. [24].
In the same lines a natural generalization of these solutions would be the extension to higher
dimensional scenarios following the lines of [32].

Finally, it will be very interesting to explore more deeply some of the properties of our
solutions such as the extremality, the perfect conductivity or the Hall effect-like behavior
of the extremal solutions. With this respect, in Ref. [33], it was shown that the Reissner-
Nordstrom at the extremal limit experiences a sort of Meissner effect in the sense that the
magnetic flux lines are expelled. Hence, a work to be done consists precisely in investigating
the extremal solutions found here can exhibit a kind of Meissner effect.
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Capitulo 4

Formula tipo Cardy para Agujeros

Negros en Horizontes Planos

A partir de los trabajos de Hawking y Bekenstein, se cree que los agujeros negros se comportan como
objetos termodindmicos, con temperatura y entropia que los caracterizan. Hawking utiliza un enfoque
semicldsico para mostrar que la temperatura se relaciona con el campo gravitatorio que se genera en el
horizonte de eventos, y por otro lado la férmula de Bekenstein-Hawking relaciona la entropia con el area
del horizonte de eventos. Pero en la mecanica estadistica tradicional, la entropia S mide la multiplicidad
de los microestados detrds de un macroestado (lo que comtinmente, aunque poco preciso, se conoce
como medir el desorden). Dado que la entropia del agujero negro juega un rol similar a la entropia en el
sentido estadistico, la pregunta natural es entender qué significaria entonces contar los microestados de
un agujero negro (o en una versién mds informal: jcémo entender el “desorden” en un agujero negro si

ni siquiera sabemos qué hay dentro?).

Este capitulo esta dividido en dos partes. En la seccién repasaremos las primeras senales de vida
de la correspondencia AdS/CFT: el importante resultado de Brown y Henneaux [16] que nos muestra la
conexién que existe entre el espaciotiempo AdSs y una Teoria de Campos Conforme de dimensién dos, y
luego con el trabajo de Strominger [18] que nos muestra que la entropia calculada desde la CFT es igual
a la entropfa del agujero negro BTZ. En la seccién veremos un caso particular donde el calculo a la
Strominger no es apropiado, y asi introduciremos quién es y qué papel juega el soliton gravitacional en
el célculo de la entropia. El articulo |2] apunta precisamente en la direccién de confirmar el importante

papel del soliton en el calculo de la entropia, trabajando sobre una clase muy amplia de agujeros negros.

4.1. AdS/CFT en 2+1 dimensiones

4.1.1. Algebras de Witt y de Virasoro

En dos dimensiones, para la métrica euclidiana g,, = d,,, las ecuaciones (1.22)) se reducen a las

conocidas ecuaciones de Cauchy-Riemann:
(9161 = 8262, 6162 = 78261. (41)
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La natural aparicién de las ecuaciones de Cauchy-Riemann motiva trabajar el plano con coordenadas

complejas z, Z y las siguientes reglas:

z =1z + 1y, zZ=ux— 1y, (4.2)
o 1/0 .0 _ o0 179 90

Con ello, la transformacién infinitesimal € se puede descomponer en una parte que depende sélo de z

y otra que depende solo de Z, que representamos esquematicamente por

e=¢e(2) +&(2). (4.4)

Por otra parte, de la teoria de variable compleja sabemos que las funciones que satisfacen son las
funciones analiticas, por lo cual obtenemos el siguiente resultado: las transformaciones de coordenadas
conforme en dos dimensiones coinciden con las transformaciones analiticas de coordenadas. De ahi, es
claro que el grupo conforme en dos dimensiones serd un grupo infinito dimensional, pues las funciones

analiticas se pueden escribir como series de Laurent:
(oo}
f(z) = Zaiz’, (4.5)
— 00

y cada a; contard un parametro de simetria.

Gracias a la expansién en series de Laurent, la transformacién infinitesimal € se puede representar en

términos generales como

€= amz" M0, +byz" 0, (4.6)

donde hemos escogido para la representacién la base I, = 2™*10,,1,, = 2™T19; (con m € Z), solo
por una cuestién de comodidad, ya que ahora es simple ver que las relaciones de conmutacién de los

generadores {l,,,,} son las siguientes:

L, ] = (m —n)lygn, [l_m, l_n] =(m —n)lmin, [lm, l_n] =0. (4.7)
que se conoce como el dlgebra de Witt.

En las coordenadas z, zZ definidas arriba, la condicién de traza nula se escribe T,z = 0. Esto,
y la ecuacién de conservaciéon 9,T*” = 0 nos permite concluir que la componente T, del tensor es una
funcién holomorfa T, (z) y, al mismo tiempo, su componente T:: es antiholomorfa. Asi, por simplicidad
definimos T'(z) = T..(2) y T(2) = T=2(2).

En la teorfa cudntica de campos es comun trabajar con operadores locales. El OPE (por Operator
Product Ezpansion) es una forma de entender la interaccién entre estos operadores cuando estédn definidos

sobre puntos cercanos. En términos generales, esta relacién estd dada por [72]
0,(z,2)0;(w, w) = FZ];(Z —w,z — w)O(w, ), (4.8)

donde el producto estd definido si |z| > |w|. Este hecho estd relacionado al ordenamiento temporal de la

mecanica cuantica.
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El tensor de energia momento satisface que su OPE consigo mismo es de la forma

T()T(w) = ¢ C_/i)4 G _Qw)QT(w) + ﬁaﬂw), (4.9)

donde ¢ es una constante que se llama carga central, o a veces recibe el nombre de anomalia conforme.
En virtud de la ecuacién anterior, la respuesta del tensor de energia momento ante una transformacion

conforme z — w = f(z) es:

dw c

T(w)=|— - T(z) — —=S(w,2)), (4.10)
dz 12

3 -1 2 2 -2
donde S(w, z) = <?’);§) ((ZIZU) - g <g;§) <?97j> es el operador Schwarziano.

La relacién simetria-carga que mencionamos en la seccién vuelve a aparecer usando integrales

de contorno:

Q= L %(dzT(z)e(z) + dzT(2)e(Z). (4.11)

211

Si definimos

1

2mi

1

L, = =
" 27ri

%dzT(z)z"“, L, ggdzT(z)z”H, (4.12)

vemos que estos generadores obedecen las relaciones del dlgebra de Virasoro, el cual puede ser concebida

como la extensién central del dlgebra de Witt, con una carga central ¢ que depende de la teorfa [40}73]:

C
[Lma Ln] = (m - n)Lm+n + ﬁ(mg - m)(sn—‘rm,Oa
_ - c
[Lm, Ln] = (m — ’I’L)Lm+n + E 3

(L, Lu] = 0.

(m - m)5n+m,O»

Para finalizar esta seccién, consideraremos un ejemplo muy importante. Partimos por el hecho que
un cilindro se puede mapear al plano complejo a través de una aplicacién conforme. Las coordenadas
t,6 del cilindro (¢ € R, € [0,2n]) son aplicadas en z,%z = e!**. La circunferencia ¢ = ¢, del cilindro se
corresponde con la circunferencia de radio e en el plano, y el origen z = 0 corresponde a t — —oo. Por
iw

simplicidad, definimos w = —6 + it, de modo que la aplicacién ahora se lee z = e ™%, 7 = €'7.

Mirando la parte holomorfa, y dado que la aplicacién anterior es conforme, podemos aplicar (4.10)),

con
0 02 ; o° 21
gw_tr gw_ _t Jw_ 2 (4.13)
0z 2z’ 022 22 0z 23
1
por lo que S(w, z) = 2.2 Luego, obtenemos que
Tun(w) = —22T,(2) + i. (4.14)

De lo anterior podemos calcular el Hamiltoniano del sistema, definido por

1= 5§ diT(a) + da (@),
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Usando la relacién anterior, para la parte holomorfa obtenemos

1 7 dz 9 c
s p Tt = 5§ (T 5) (415)
1 1 c/24 c

donde en la tltima integral de linea hemos usado la férmula de Cauchy:

50 = 5 fa LY

= o (z —&)ntl
Finalmente, ~
c = c
H=Ly— —+Lo— —. 4.17
07 52 + Lo Y (4.17)

4.1.2. Férmula de Cardy

La identificacién de los extremos del cilindro da origen a un toro. Una métrica para el toro con
signatura euclidea es ds? = dt®+d#?, donde las coordenadas ¢, § son ambas periédicas. También podemos

llegar al toro directamente desde el plano complejo a través de un parametro modular T, identificando

z =z 4 2m, z=z+2nmT

Im(z)

2nt

2n Re(z)

Figura 4.1

En el contexto de la Mecanica Estadistica, un ensamble microcandnico consiste en un sistema
donde el nimero de particulas, el volumen y la energia son fijados. La entropia se obtiene a través del
logaritmo de la densidad de estados. Sin embargo, la energia generalmente es dificil de medir (e incluso
de controlar) en experimentos reales, por lo que una alternativa es pensar que la energia es variable y se
fija la temperatura del sistema. Esto define un ensamble candnico. Sobre este ensamble candnico se

define una funcién de particiéon Z por

z— Ze—:;"T’ (4.18)
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donde T es la temperatura y kg es la constante de Boltzmann. Definiendo § = , y considerando

1
kT
que los E,, son los valores propios del hamiltoniano, podemos reescribir la funcién de particion como

Z="TrePH, (4.19)

Para hacer lo mismo sobre el toro con pardmetro modular 7 = R(7) + iJ(7), lo primero es tener
en consideraciéon que bajo condiciones de borde periddicas, la integral euclidea de caminos de Feynman
coincide con la funcién de particién si identificamos 3 con el perfodo del tiempo imaginario. Si R(7) = 0,

se obtiene una generalizacién de la funciéon de particién a
Z =Ty e 204, (4.20)

Si R(7) # 0, la identificacién periédica del tiempo incluyen un desplazamiento horizontal dado por

27R(7). El operador que captura este desplazamiento es

eiP(ZwSR(‘r))’
por lo que para un parametro modular arbitrario, la funcién de particién estd dada por
Z =Tr 67271"3(7‘)]’Ie’L'ID(Qﬂ'fR(‘I‘))7 (421)

la cual, siguiendo (4.17)) y su andlogo para el momentum P, nos permiten escribir la funcién de particién

para un parametro 7 arbitrario, segin
Z =Ty 2mim(Lo—s3) =2mi7(Lo—53) (4.22)

Cardy [74,/75] mostré que esta funcién de particién es invariante bajo el grupo modular.

A
Im(z)

e e

a 2n Re(z)

Figura 4.2: El punto a + 07 es identificado con a + 277 = 2z + 27(R(7) +:3(7)) = (a + 27R(7)) +13(7).
Un desplazamiento horizontal se obtiene cuando R(7) # 0

Para derivar la férmula de Cardy, seguiremos la derivacién hecha en [76]. Supondremos que 7 es

imaginario puro, y consideraremos por simplicidad que 7,7 son variables independientes. La funciéon de
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particién puede ser reescrita como:

Z(r,7) = Tr (Lo fi) =2min(Lo=di) = ™ (A, A)erin(A—di) 2 (Adr) (4.23)
AA>0

donde p es la densidad de estados con valores propios Ly = A, Ly = A. Podemos invertir estas depen-
dencias usando integrales de contorno. Nos concentraremos en la dependencia en 7, puesto que la parte

correspondiente a 7 se adiciona analogamente. Entonces:

p(A) = 550 dr e 27 (8=55) 2(7). (4.24)

Notemos que el comportamiento de la densidad de estados a alta temperatura (7 — 0) estd dominado
por el comportamiento de Z(7), del cual no tenemos mayor informacién. Sin embargo, la invariancia
modular de Cardy, en especifico la transformaciéon 7 — f%, nos permite relacionar el comportamiento a

altas temperaturas (7 — 0) con el comportamiento a bajas temperaturas (—1 — 0). En efecto,

donde Z (—%) = Tr ¢2milo/T,

La ventaja de esta consideracion es que Z (—%) estd dominada por la contribucién del menor valor
propio de Ly, el cual puede ser considerado como cero (si no, apareceran correcciones logaritmicas, como
se hizo en [77]). Ademds, podemos considerar que el vacio de la CFT es unico, por lo que Z (—%) —1

cuando 7 — 0. Estas observaciones nos permiten aproximar la integral anterior por

p(A) = ?g dr e 27 (8=51) 2 (7) (4.25)

Q

/dT e 2mir(A- )+ 5 (4.26)

Para estimar el valor de esta integral usaremos el método de la aproximacién por punto silla, es decir,

para A > 1 la integral
p(A) = /dT e 2mifaln)

puede ser aproximada por
p(A) e 2mifalm)

9

donde en este caso 7* es un punto estacionario de fa(7) = —7 (A — ) + 5% Se obtiene:
c
TN Ry ——
24A

y por lo tanto,

p(A) = exp (271' C?) .

Recuperando la dependencia en términos de A, obtenemos la Férmula de Cardy:

S~Inp(A)=2n A + 2 (4.27)
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4.1.3. Las simetrias asintoticas de Brown & Henneaux

En Fisica, el concepto de simetria es fundamental: el Teorema de Noether, las simetrias de gauge e
incluso la misma Relatividad de Einstein, la cual es invariante bajo difeomorfismos. Sobre las simetrias
de la métrica g, (los vectores de Killing) ya hemos dedicado unas palabras de los Preliminares (sec.
1.1.3).

En esta seccién estamos interesados en las simetrias asintéticas (y en particular, en las de AdSs).
Informalmente hablando, nos interesan las simetrias que actian sobre la estructura asintética del espa-
ciotiempo. Aun cuando esta idea es sencilla de imaginar, debemos esclarecer qué significa la “estructura

asintotica de un espaciotiempo”.

Siguiendo las ideas presentadas en los articulos [16}/78], tenemos que esta estructura asintética (sobre
el infinito espacial) depende de ciertas condiciones de borde, las cuales (i) deben respetar el grupo de
isometrias del espaciotiempo, asi{ como también (ii) deben producir cantidades conservadas finitas (y no

nulas) en el formalismo Hamiltoniano de la Relatividad General.

La condicién (i) parece ser un requerimiento natural. Si X es un espaciotiempo, y queremos decir
que Y es un espaciotiempo asintéticamente X, aplicar una simetria de X sobre Y no le puede quitar
ese status. Por su parte, (ii) nos dice que las transformaciones cuyas cargas asociadas se anulan actian

como gauge, dado que no producen efectos fisicamente interesantes.

Recordemos que la métrica AdSs se puede ver como una solucién de las ecuaciones G, + Ag,, =0,

1
donde la constante cosmolégica es A = AR ¢ es el radio de AdSs. El elemento de linea de este
espaciotiempo estd dado por
2 r? 2 r? o 2 2742
ds <€2+1)dt +<£2+1) dr® + rede¢”, (4.28)

donde ¢ es una coordenada angular de periodo 27. Las condiciones de borde definidas en este caso estan

definidas segun [16]:

gt = —2—2 +0(1), (4.29a)
gir = O(r™3), (4.29b)
gt = O(1), (4.29¢)
Grr = f—z +0(r %), (4.29d)
gre = O(r™), (4.29¢)
gos =12+ 0(1), (4.29f)

(4.29g)

tras lo cual, el anélisis de la ecuacién de Killing (1.19)) lleva a las siguientes condiciones para las simetrias

§=¢"0, (e {t,r,0}):

€ = LA(1.0) + 5(1.0) + 06, (4.308)

& = rB(t.0) + O(r), (4.300)
€ = C(1.0) + 50(t.0) + O(~%), (4.300)
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donde A, A, B,C,C son funciones arbitrarias de (¢, ¢) sujetas a las siguientes relaciones:

(O, A = 0,C = —B, (4.31a)
00,0 = 94A, (4.31Db)

A= fgatB, (4.31c)

C= %8¢B. (4.31d)

Las simetrias asintéticas forman un grupo, el cual en este caso es isomorfo al grupo conforme en dos

dimensiones. Para ver esto, redefinimos A(t,¢) y C(t,¢) de la siguiente forma:

A(t,6) = Fy (t/0+ )+ F_ (t/€— 6), (4.32)
C(t.6) = Fy (t/0+¢) — F_ (t/0— ¢, (4.33)

+

donde ahora F y F_ son funciones de un argumento z¥ (respectivamente), con z% = % + ¢. Esta

redefinicién nos ayuda a reescribir ¢ (4.30) de tal modo que se obtiene una parte dependiente de F y

otra de F_, la cual esquematicamente representamos por
E=TT[F )+ T [F_]+0@F1h. (4.34)

Ahora, usando (4.31)) se puede ver que los operadores diferenciales T [F ]|, T~ [F_] son:

3 2
THF,] = <£F+ + ;ﬂFg) O —rFL0, + (F+ - ;TQF;’) By, (4.35)
- 63 1 / 62 i
ToF) = (P4 55 F ) O = rFL0, — (Fo = o5 F" ) 0, (4.36)

donde el simbolo ’ denota la derivada de la funcién F,,F_ respecto de z, 2~ respectivamente. Pero,

como ¢ tiene periodo 2w, se puede hacer un andlisis de Fourier. De este modo, tras definir
T =THem WD) T =T [ 9] nez, (4.37)
se obtienen las relaciones del grupo conforme en dos dimensiones:

[TF,T.]=0, [L;,T}f]=in-m)T) ., [T, T,]=in-m)T,.

nrTm no '-m nrtm n+m:*

(4.38)

En [16] se muestra que el dlgebra generada por el corchete de Poisson de las cargas globales es isomorfo al
algebra generada por el corchete de Lie de las simetrias asintéticas, salvo una posible extensién central.
Vale decir, si denotamos L respectivamente a los generadores de estas cargas globales, el resultado

anterior nos dice que:

[LE, LE] = (0= m)L 4 + (0% = 0)6 im0

12
[Lr_m ;1] = ( - m)L7:+m + %(n?’ - n)6n+m,0
[Lf.L,]=0

Para el caso de AdSj, se obtiene que las cargas centrales son iguales:

3¢

= (4.39)

Cy = C—
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4.1.4. Férmula de Cardy para el agujero negro BTZ

Strominger [18], observé que BTZ es un espacio asintéticamente AdS3, y por lo tanto, le corresponde
una teorfa cudntica de campos conforme, con las cargas centrales obtenidas en . Luego, su objetivo
fue calcular la entropia de la CFT correspondiente, y para eso utilizé la Férmula de Cardy. Para tal efecto,
notemos que a partir de tenemos T," = €0, + 0y y T, = £d; — 9,. Luego, las correspondientes
cargas asociadas son Loi, que en términos de sus valores propios para el caso del agujero negro BTZ

corresponden a:

M xJ

+
Ay = 5

(4.40)

salvo una constante aditiva que se escoge de tal modo que AgE se anulen en el caso M = J = 0. Con esta

configuracién, podemos ver en el caso no rotante (J = 0) que

i + i
M=— Al =A; =—— 4.41
CTETANN o 1667 (441)
2
y usando (4.27)) obtenemos Scarday = ﬂ, que coincide con la férmula de Bekenstein-Hawking (|1.56]).
Asimismo, en el caso rotante (J # 0), tenemos:
r2 + 72 TaT_
M=—t+t""- J== 4.42
8Ge2 4G’ ( )
o N T
AT = L Ay = —F—— 4.43
0 6Ge 0 16G¢ (443)
. ., 27T7”+
obteniendo también Scardy = T Sgy.

La férmula de Cardy ha sido estudiada ampliamente, extendiendo su area de utilidad sobre AdS a
mayores dimensiones |19, para casos rotantes [79], y también a otros espacios que no son AdS [20/23|
80181).

4.2. El rol del Solitén Gravitatorio

A veces puede ocurrir que los campos de materia modifican el comportamiento asintético de la
métrica. Por ejemplo, la solucién BTZ cargada tiene un comportamiento logaritmico [17]. Modificar el
comportamiento asintético puede traer como consecuencia que las cargas globales asociadas contengan
términos divergentes, y por lo tanto, las condiciones de borde se deben modificar pidiendo como minimo

que esto no ocurra. Tal es el caso de la solucién [25], que presentamos a continuacion.

La accién
1 R 1

o6l = = [ @ov=a| 5 - 5702 - V(o). (1.44)

representa la interaccién entre la gravedad en tres dimensiones y una componente de materia dada por
un campo escalar ¢ = ¢(r) minimamente acoplado, junto con un potencial V' (¢). Una solucién exacta
(que en adelante nos referiremos a ella como la solucidn con pelo) se puede obtener para la familia

uniparamétrica de potenciales de la forma

! (cosh® ¢ + v sinh® ¢). (4.45)
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En efecto, para v > —1, el campo escalar ¢ estd dado por

(b(?") = arctanh m, (446)

donde H(r) = 1(r + vr? + 4Br), y ademés la métrica es
g = (HO Y Py + (0 +B R (4.47)

B H(r)+ B H(r)+2B/) F(r) ’ '
. IJ(T’)2 3B2 2B3 . . . .
donde hemos definido F(r) = R (14v) |22 m . Existe una singularidad en el origen, la
que estd cubierta por un horizonte de eventos ubicado en r, = BO,,, donde la constante 6, estd definida
segun
2/3 _ 52/3
0, =233 "2 L-1+ivw (4.48)
z2—7Z

La Temperatura de Hawking y la masa para esta solucién con pelo se leen

_3B(+v) . 3B
220, T 8GY?

(1+), (4.49)

respectivamente, mientras que el comportamiento asintético de estas soluciones esta dado por:

=2+ aX—S +0(r%?) (4.50)
r1/2 r3/2 ) '
02 4£2X2 3 r2
Grr = ﬁ - T + O(T 4)’ gt = _672 + 0(1)’ (451)
Jtr = O(T_Z)a Jzz = r? + 0(1)7 (4'52)
Ger = O(r?), gz = O(1). (4.53)

Se puede mostrar que, aun cuando las condiciones de borde aqui descritas han cambiado respecto de
aquellas de la soluciéon BTZ (4.29)), éstas siguen siendo invariantes bajo el dlgebra de Virasoro generada
por los vectores de Killing . Mas atn, la extension central es la misma que en el caso de la solucién
BTZ [25].

Con todo lo anterior, quizds a primera impresién resulte un poco extrano comprobar que la Férmu-
la de Cardy no reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking. En efecto, mientras que la entropia de
Bekenstein-Hawking sigue siendo

Ty TBO,

SpH = 50 = 2 (4.54)

la férmula de Cardy nos entrega:

V6rByV1+ v
Scardy = T\/Z

Esta es la interrogante que se plantea en el articulo [26]. Para abordar esta discrepancia, notemos que

(4.55)

en la solucién con pelo no se puede anular el campo escalar sin modificar la masa de la solucién. En
otras palabras, la solucién BTZ no estd conectada con ésta, en el sentido que no se puede deformar
continuamente una de las soluciones para llegar a la otra. Esta desconexién entre las soluciones podria
ser vista como la responsable que la Formula de Cardy reproduzca correctamente la entropia solo en
uno de los casos. Siguiendo con esta linea de pensamiento, serfa natural imaginar que una férmula a la
Cardy podria ser obtenida para la solucién con pelo.

Si el espectro de los operadores Lg del édlgebra de Virasoro, cuyos valores propios estan dados por
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A* . es tal que el menor valor propio Aoi no se anula, la Férmula de Cardy se puede escribir [82]:

cy — 24A c c_ — 24A; c_
Scardy = 271'\/+60 (A+ — 2%;) + 271'\/60 (A‘ — ﬂ) (4.56)

El punto clave es el siguiente: notemos que al redefinir los operadores L§ como

LE=1f- % (4.57)

la Férmula de Cardy se reescribe de la siguiente forma:

SCardy =44/ —AS_A+ + 47T\/ —AO_A_, (458)

donde se observa que la entropfa se podria obtener si se conociera directamente el espectro de A%, sin
hacer ninguna referencia explicita a las cargas centrales.
En (4.58)), el valor A(jf debe satisfacer la condicién

C
,i<

T AF <o, (4.59)

tras lo cual, se puede apreciar que al aplicar la Férmula de Cardy sobre el agujero negro BTZ se esta
asumiendo implicitamente que AdS3 es considerado como el estado fundamental (o estado de menor

energia) de la solucién. Esto lo podemos evidenciar de la siguiente manera. Primero, tenemos que Maqgg =

, v por lo tanto Aoi corresponderd a su menor valor propio, que en este caso es

- 8G
LM pqs 14
AF = =——. 4.
0 2 16G (4.60)
Notemos que el anterior es el unico valor que alcanza la cota inferior de (4.59)) cuando
3¢
=c.=—. 4.61
Cy C 20 ( 6 )

Luego, como ya mostramos en la secciéon anterior, reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking.

Los autores proponen que, producto de la desconexién entre la solucién BTZ y la solucién con pelo,
AdS3 no deberia ser considerado como el estado fundamental para este nuevo sector. Por este motivo,
se propone buscar un nuevo estado fundamental para la solucién con pelo, el cual debe compartir, como

minimo, tres caracteristicas esenciales con la solucién AdSs:
= debe ser una solucién regular de la teoria bajo anéalisis.
= la solucién debe carecer de constantes de integracion.
s la carga asociada a la masa (energfa) de la solucién debe ser negativa.

Estas tres caracteristicas definen lo que llamamos una solucién de tipo solitén |26] [83,[84). Para el

sector con pelo, los autores proponen como estado fundamental la siguiente solucién

1

2 _ 42
ds® = ¢ (1—1—0[1/(1

—2
4dp?
x | =(1+4 p?)2%dr? +
+p2)> <( o)

S e T
24 p* + 195

2
2 2 2 Cv 2
2 d 4.62
<2+cu)p(+p+1+p2>x>’ .
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con

o = %(@V Py P G ) (4.63)

a3

174

/ 1
¢(T) = arctanh m, (464)

la cual satisface las tres condiciones anteriores. La carga asociada a la masa de esta solucion esta dada

por )
Msor = _24G’?1V+1/)' (4.65)
Finalmente, usando (4.65) y
AT = mgs')l, (4.66)
de la férmula se obtiene
Scardy = B9, _ Ser (4.67)

2G

4.3. Foérmula a la Cardy para Agujeros Negros en Horizontes

Planos

En vista de los resultados de la seccidn anterior, es natural preguntarse por la existencia y unicidad
de soluciones de tipo solitén. Hasta ahora la respuesta es en general desconocida, sin embargo, sobre
horizontes planos la doble continuaciéon analitica ha sido una técnica utilizada para construir este tipo

de soluciones a partir de la solucién de agujero negro [85].

En términos simples, la continuacion analitica es un cambio de variables de la coordenada temporal ¢ =
1T que transforma la métrica de una signatura Lorentziana a una de signatura euclidea. La consecuencia
de esta transformacién en Fisica es trascendental, pues 7 es una coordenada periédica, y su periodo

se puede identificar con el inverso de la temperatura del agujero negro.

Por ejemplo, podemos ver esta conexién si consideremos la siguiente clase de métricas:

dr?
ds* = —N2(r) f(r)dt* + o) +72d03,_,, (4.68)

r
que como ya hemos visto, puede representar soluciones de tipo agujero negro. Definamos r = r; como la
locacién del horizonte de eventos, esto es, f(ry) = 0. Ademds, pediremos que este horizonte sea una raiz
simple de f(r), y que ésta sea una funcién creciente, al menos, sobre el intervalo [r, oo[. Por su parte,

dQ32, , es el elemento de linea de la variedad de base. Para el caso de horizontes planos, este es
D-2
dQF, o =Y da}. (4.69)
i=1

Al hacer el cambio de variable ¢ = i, obtenemos

d 2
ds® = N2(r) f(r)dr? + ﬁ +r2d03_,. (4.70)
T
De las hipdétesis sobre la funcién f(r), tenemos que f’'(r;) > 0. Luego, la métrica en la vecindad

V=_r: r=ry, r>ry}es
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dr?

d32 ~y N2(r+)f/(r+)(7’ — 7“+)d’7'2 —+ m -+ Tidﬂ%_Q. (471)
: : Ar—ry) . . : :
Usando el cambio de variable R = W, y mirando la superficie de nivel 2 = cst, se tiene
T+
N2 / 2
%R%Q + dR2. (4.72)
2

Finalmente, tras redefinir 7 = ¢ se obtiene la métrica de un plano, definido en las coorde-

N(ry)f'(re)

nadas polares R, ¢:
R?d¢* + dR*. (4.73)

Esta métrica es completamente no singular cerca de R = 0, siempre que ¢ sea peridédica con periodo 2,

ya que para una periodicidad diferente podria llevar a una singularidad cénica. Asi, 7 debe tener periodo

47
N(ry)f'(r+)’

que es el inverso de la Temperatura de Hawking (1.60]).

B = (4.74)

Por su parte, trabajando sobre una variedad de base plana (4.69)), en la doble continuacién analitica
intercambiamos el rol de la coordenada temporal con cualquiera de las coordenadas espaciales, por

ejemplo
L iy, T AT, (4.75)

donde debemos imponer la condicién que la coordenada x; sea necesariamente periddica, y su periodo
debe coincidir con el periodo de la coordenada 7. El periodo de x1 se puede normalizar para que sea

igual a 27, por lo tanto, obtenemos la condicién
B =2m, (4.76)

que, usando (4.74), es simplemente una ecuacién para el horizonte de eventos r. Esto otorga a r; un

valor fijo, y de este modo, deja de ser un parametro libre.

El objetivo del articulo [2] es confirmar la importancia del rol del solitén gravitacional, proponiéndolo
como el estado fundamental para cualquier teoria de campo, cuyo dual sea una teoria de gravedad
con variedad de base planar que exhiba una relaciéon de potencias entre la entropia y la temperatura,
S~ T%, donde deg es una dimensionalidad espacial ”efectiva” y z es el exponente dindmico responsable
de la (posible) anisotropia del espaciotiempo. Si bien en el caso de AdS se tiene la situacién estdndar
det = D — 2y z = 1, estos valores podrian cambiar sobre otro tipo de métricas. Tal es el caso, por
ejemplo, de métricas que violan la propiedad de hiperescalamiento [86-89], donde deg # D — 2, o de
métricas tipo Lifshitz (donde z # 1). Como mencionamos anteriormente, el espiritu de la correspondencia
AdS/CFT se ha extendido a otras teorias, y esta clase de métricas no son la excepcién [90,(91]. Para
ello, trabajamos sobre agujeros negros rotantes en dimensién arbitraria que tengan una variedad de
base planar. Consideramos soluciones isotrdpicas [54,92H96], soluciones donde se rompe la propiedad de
hiperescalamiento [97] y soluciones de tipo Lifshitz [98H100]. El estado fundamental estard en un estado
neutro cuando el agujero negro esté cargado eléctricamente, y no rotara si el agujero negro es rotante.

De esta manera, el estado base carece de constantes de integracién.

Por su parte, la masa del soliton puede ser calculada a partir de la generalizcién cuasilocal del
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formalismo ADT [101H105], presentado en las referencias [106107]. En estos articulos se define el potencial
ADT off-shell, \/—gQ\1yr en funcién del potencial de Noether K y el término de superficie ©# que

surge de la variacion de
1
V=9Qhr = 0K — e, (4.77)
donde &* denota al vector de Killing. La carga conservada en este formulacién se calcula a través de
1
Ql¢] = /dD‘%W (AKW(S) - 25[“/ ds @ (§|s)> : (4.78)
0

donde AK" = K", — K"V denota la diferencia del potencial de Noether entre el agujero negro y la

solucién sin masa, y d” ’Qxl“, representa la integracion sobre la frontera de codimensién 2.
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1 Introduction

Since the seminal works of Bekenstein and Hawking [1, 2], black holes are believed to behave
as thermodynamic objects with characteristic temperature and entropy. A natural question
has then emerged concerning the statistical interpretation of the black hole entropy. One
of the first results that has shed some light on this problem was the observation that
the asymptotic symmetries of the three-dimensional AdS space consist in two copies of
the Virasoro algebra with a central charge [3]. This latter corresponds to the symmetry
group of a two-dimensional CF'T and, in this case, the Cardy formula is well-appropriate to
express the asymptotic density of states [4]. An important manifestation of the AdS/CFT
correspondence was then provided by showing that the Cardy formula applied for the BTZ
black hole [5] correctly reproduces the expression of the Bekenstein-Hawking entropy [6].
Soon after, this approach was generalized for higher-dimensional black holes having a two-
dimensional CFT dual in the case of standard General Relativity [7] as well as in presence
of higher-derivative corrections [8].

Extensions of the Cardy formula have been considered and studied in the current
literature. Among other, one can mention the higher-dimensional generalization of the
Cardy formula which applied for strongly coupled field theories having an AdS dual [9].
There also exist extensions of the Cardy formula with applications for three-dimensional
spacetimes that are not AdS like the warped AdS spaces [10] or anisotropic spacetimes,



namely the Lifshitz spacetimes [11] or the hyperscaling violation geometries [12-14]. The
interest on anisotropic spacetimes has considerably grown up this last decade essentially
due to the will of extending the ideas underlying the gauge/gravity duality to strongly
coupled field theories with an anisotropic scaling symmetry [15]. Notice also that the cases
of three-dimensional black holes have permitted a better comprehension of the holographic
derivation of the entropy by highlighting the prominent role played by the soliton, see
refs. [16-18]. This observation is not in contradiction with the standard derivation of the
Cardy formula for which the ground state is implicitly assumed to be the three-dimensional
AdS spacetime. Nevertheless, this assumption is in general valid only for the vacuum sector
but not in the hairy sector which possesses a different ground state. It is then more judicious
to deal with a Cardy formula written in terms of the vacuum energy rather than the central
charges. Unfortunately, it is not possible a priori to find out the vacuum energy of the
putative field theory. However, as stressed in refs. [16-18], the vacuum energy can be
identified with the mass of a bulk soliton constructed from the black hole through a double
Wick rotation in the same way that the AdS soliton [19], which reinforces the importance of
the role played by the soliton. Importance also confirmed in the Lifshitz case [11] where the
robustness of the Lifshitz Cardy formula has been tested successfully for three-dimensional
Lifshitz black holes with a nonminimally scalar field [20].

One of the aim of this paper is precisely to confirm the importance of the gravitational
soliton. We will highlight this importance in the case of rotating black holes in arbitrary
dimension D with a planar base manifold. This restriction on the horizon’s topology is
justified by the fact that the soliton can be easily constructed from the black hole by a
double analytic continuation similar to the one operated in the AdS soliton [19]. With
the view of achieving this task, we will be interested on higher-dimensional extensions
of the Cardy formula for field theories satisfying the following two assumptions: (i) the
field theory possibly displays a hyperscaling violation reflected by the fact that the thermal

doff
entropy S scales with respect to the temperature as S ~ 7=, and (ii) the ground state for
the field theory is identified with a bulk soliton which is regular everywhere and devoid of
any integration constant. Here, dog is an effective spatial dimensionality for the dual theory
(related to the dimension of the stress-energy tensor) which measures the possible deviation
from the spatial dimension and z is the Lifshitz dynamical exponent. In the standard AdS
situation, the “effective” spatial dimension deg = D —2 and the dynamical exponent z = 1.
Under these hypothesis, formulas for the asymptotic growth of the number of states have
been obtained in the non-rotating case in [12-14], and their spinning generalizations in the
isotropic case z = 1 were found in [21]. In the present work, we extend this formula for a
generic dynamical exponent z. The resulting Cardy-like formula makes no mention to any
central charge but instead involves the mass of the ground state which is identified with
the nonrotating gravitational soliton. Nevertheless, since a very little is known about the
putative field theories, we propose to corroborate the validity of the Cardy-like formula
considering gravity theories whose spectrum of solutions contain black holes whose entropy
exhibits a power law temperature as described in the hypothesis (i) as well as regular
solitons (ii). This inspection will be done for different classes of black hole solutions with
different asymptotic behaviors (rotating AdS, Lifshitz and hyperscaling violation black



holes with a planar base manifold) by comparing the gravitational entropy with the entropy
field expression involving the effective spatial dimension and the vacuum energy. In all our
examples, the spinning planar black holes are derived from static configurations through a
Lorentz boost and the vacuum energy corresponds to the mass of the gravitational soliton
obtained from the nonrotating black hole through a double Wick rotation. We will also
extend these results to the case of charged planar black holes, where again the ground state
is identified with the soliton derived from the neutral and nonrotating black hole. Since the
soliton is devoid of any integration constant, its mass will be computed using the quasilocal
generalization of the ADT formalism [22-26] as presented in refs. [27, 28]. One of the main
result of these two last papers lies in the prescription of the off-shell ADT potential Q)
in terms of the off-shell Noether potential K#” and the surface term ©F arising from the
variation of the action

v 1 v v
V=9Q4pr = §5Ku —¢rev, (1.1)

where £# denotes the Killing vector. The corresponding conserved charge is computed to be

Q) = / 4P, (MK (€) — 26 /0 s 0 (€ls)). (12)

where AK* (&) = K'Y, (&) — K!2,(€) denotes the difference of the Noether potential be-

tween the black hole and the zero-mass solution, and d”~2

x,, represents the integration
over the co-dimension two boundary. For the examples treated in this paper, the action

can schematically be written as

S:/deE _g£(97¢7A(7,))a

where ¢ is a scalar field (possibly a dilatonic field) with its usual kinetic term and Ag;) =
Apypdat stand for Abelian gauge fields or Proca fields. In this generic case, the boundary
term and Noether potential needed to compute the charge (1.2) are given by

1 oL 1 0L
Or =2/—g [P”(O‘B)WV 8Gap — 0GasV~PHOBY 4 = <5A i l,>+5¢>}
7v99ap BVy 222: 9(0,AGiy) (@) 23(3;&5)
oL
KM =\/—gq |2P"P°V &, — 46,V ,PHP7 — E ——E% Ay | 1.3
g [ o€ §&Vp i 8(8HA(i)V)€ (1) :l (1.3)

where PHP7 = 5 Rafypg, and R, is the Riemann tensor.

The plan of the paper is organized as follows. In the next section, a general formula
for the asymptotic growth of the number of states including the angular momentum is
proposed. This generic Cardy-like formula involves the effective spatial dimension d.g, the
Lifshitz dynamical exponent z, the mass and angular momentum of the black hole as well
as the vacuum energy which corresponds to the mass of the bulk soliton. In section 3, we
corroborate the validity of the Cardy-like formula in the isotropic case z = 1 with stationary
cylindrical black holes. The case of a three-dimensional black hole solution of the Einstein
equations with a source given by a self-interacting scalar field with a super-renormalizable

potential is also treated in full details. Lovelock AdS black holes will also be inspected in



order to reinforce the validity of the Cardy-like formula. To end the section 3, two examples
of hyperscaling violating black holes with different effective spatial dimensionality will be
studied. In section 4, we will deal with the anisotropic case z # 1. Lifshitz black holes
solutions of higher-order gravity theories will be our first testing example while the case
of charged anisotropic black holes produced by various dilaton fields will constitute our
second class of example. Finally, the last section is devoted to the summary and to the
concluding remarks. For simplicity, we have decided to fix the radius of curvature to unit,
I = 1, while the Newton gravitational constant G is defined through the change 2x = 167G.

2 General formula for the asymptotic growth of the number of states

As recalled in the introduction, the asymptotic symmetries of AdSs are represented by two
copies of the Virasoro algebra with equal left and right moving central charges

R I
TR
(in our convention [ = 1 and 2k = 167G), and the standard Cardy formula takes the

following form

Ssz/%ﬁ*—l—%u/%ﬁ*, (2.1)

where AT = %(M + J) are the eigenvalues of the left and right Virasoro operators. In
this representation of the Cardy formula, it is implicitly assumed that the ground state
is identified with the AdS spacetime. Nevertheless, the AdS spacetime is only a suitable
ground state in the case of standard General Relativity, and this assumption is not longer
valid in presence of source for example. Hence, it is more reasonable to deal with a Cardy
formula involving the vacuum charge than the central charge. In the vacuum sector for
standard General Relativity, the ground state is nothing but the three-dimensional AdS
soliton whose mass is computed below (3.9) and gives My, = —n/k. Finally, the standard
Cardy formula (2.1) can be as well expressed as

S =dn —%Msol\/?—l— 4 —%MSOI\/E. (2.2)
Notice that Cardy-like formulas involving the vacuum energy instead of the central charges
have been proved to be very useful for examples where the ground state is not the three-
dimensional AdS spacetime, see e.g. [11-14, 16-18]. The matching between the gravita-
tional entropy and the Cardy formula (2.2) is perfectly consolidated for three-dimensional
black holes that are asymptotically AdS (even in the weaker sense). Nevertheless, as men-
tioned in the introduction, we are interested on generalizations of the Cardy formula that
apply for field theories displaying an hyperscaling violation behavior such that the thermal
entropy S scales w.r.t. the temperature 7" as




where dog is an effective spatial dimensionality and z is the Lifshitz exponent. In order
to achieve this task, we closely follow the derivations done in refs. [12, 21]. The partition
function Z defined on the torus of modulus 7 such that 277 = 27r €' and 277 = 27r e

can be written as

2[7_7 7—_] - Tr [62m7—L06—2m7‘-L0 7

with Lo+ Lo = M and Lo — Lo = J. The density of states p(M,.J) can be obtained by
taking an inverse Laplace transform yielding

p(M,J) = /dr do Z[r, ¢] exp [ — 2mire™® Lo + 27ri7“e_i¢ljo}. (2.3)

In the microcanonical ensemble, the entropy is basically the logarithm of the density of
states S ~ log p(M, J). Defining the quantity

. M. ) - M
ZO [7’7 ¢] = TI'{ exp |:27ri7’ez¢ <L0 — 2501> _ 271'2’7’67“%) <LO - ;01)] },

and assuming that Zy presents the following modular invariance

ZO |: - %Jv _(b:l - ZU[Tv ¢]7

T =z

the density of states p(M, J) can be re-written as

1 M. . Mo . o
p(M,J) —/dr do 2y [—deﬂ, —qﬁ} exp [—mde:ﬂew—i-mde:)lel‘b—QwirewLo—i—%rire“bLO} .
roz roz roz

Now, as usual, this last expression can be evaluated using a saddle-point approximations
for r and ¢, and assuming that Zy varies slowly, one gets

1
dog + 2 L, 1 ]+ der 3
§=m/= |:(_2Msol) df;;ff] ! (\/(ch F 2)2M2 — 4d 22 + (dog + z)M) 2
deff—=
2(deg+2)
x (\/ (dug + 2)° M2 — 4dg2J? — (dug — z)M> o (2.4)

This formula constitutes the extension of the Cardy formula (2.2) in arbitrary dimension
for a field theory with a spatial effective dimension d.; and dynamical exponent z.

Let us see the consistency of this expression with known formulas. First of all, in the
isotropic case z = 1, the expression (2.4) is compatible with the Cardy formula (2.2) in
the standard AdS case in three dimensions (which corresponds to d.s = 1) as well as with
the formula derived in [21] for hyperscaling violation metric. On the other hand, in the
non-rotating case with anisotropy, i.e. J = 0 with z # 1, the formula (2.4) reproduces the
Lifshitz Cardy formula in three dimensions with d.s = 1, see [11], and also the generic
formula for hyperscaling violation metric [12-14].



In the electrically charged case, the Cardy-like formula (2.4) becomes

deff+z
z

1
1 ]
S=n } "

|: (_2Msol)z ddj

eff

=

2
X \/(deﬁ +2)? <M — ;QZ)EQE) —4dg2J? + (deg + 2) <M - ;%Qe) (2.5)

doff—2
2(‘i(:zi:l'+z)

2
X \/(deff + 2)2 <M - ;¢5Qe> - 4deffZJ2 - (deff - Z) <M - ;¢€Q€> s

where ¢, denotes the electric potential while Q). stands for the electric charge.

3 Corroborating the Cardy-like formula in the isotropic case, z =1

In this section, we will be mainly concerned with planar black holes that are asymptotically
AdS or exhibiting an hyperscaling violation behavior. In these cases, the asymptotic form
of the metric can be parameterized as follows

ds? = L_ r2dt? + d—r2 + 72 DZ:Qda:Z] (3.1)
= s 3 2 a1, .
where 6 represents the parameter responsible of the violation of the hyperscaling property,
and # = 0 will correspond to the planar AdS case. Note that, for the asymptotic met-
ric (3.1), the isotropic transformations ¢ — At, r — A~'r and x; — Aw; are identified as an
isometry in the AdS case, and as a conformal transformation for non vanishing 6.

For this class of black holes, the dynamical exponent appearing in the Cardy-like for-
mula (2.4) corresponds to the isotropic situation z = 1 while the effective spatial dimension
d.g is given by d.g = D — 2 in the AdS case (6 = 0) otherwise it will depend explicitly
on the violating parameter #. In the hyperscaling case, one of the difficulty is to correctly
identify the functional dependence of the effective spatial dimension. For example, for
Einstein gravity with scalar field source, the effective spatial dimension is dgg = D —2 —0,
while for higher-order gravity theories, this dependence may be different as shown below,
see also [13, 14].

In what follows, we will treat various isotropic examples with the aim of testing the
Cardy-like formula, starting from AdS planar black holes. As a first example, we exam-
ine D—dimensional stationary cylindrical black holes solutions of Einstein gravity with a
negative cosmological constant. We also look at the case of a three-dimensional solution
of Einstein gravity with a self-interacting scalar field with a super-renormalizable poten-
tial. The case of higher theories is also inspected through the analysis of Lovelock AdS
black holes. In the second part, two examples of hyperscaling violation black holes will be
studied. The first testing example is described by the Einstein gravity with a scalar field
source corresponding to a spatial dimensionality d.s = D — 2 — 0. Next, in order to test
the force of the Cardy-like formula with a different spatial dimensionality, we deal with an
hyperscaling violating black hole solution of a pure quadratic gravity theory.



3.1 Stationary cylindrical black holes

We start the corroborating study of the Cardy-like formula (2.4) with the case of the
Einstein field equations in the presence of a negative cosmological constant

(D—-1)(D -2)

G — 5

Juv = 0,
and whose corresponding action is
1 D
Slgl = 5 [ dPzv=g (R+(D-1)(D-2)). (3.2)

We consider the higher-dimensional extension of the stationary cylindrical black hole found
by Lemos [29] in four dimensions and reported in [30],

2
n n d7“2
2 _ = . 2 ) = d4.)2
ds* = —F(r) (H dt — ; a; débz) +r ;(al dt —=d¢;)” + F(r)
n D—2—n
—’r‘2 Z (ai d¢j —aj dqbl)Z + ’1“2 Z dl‘% (33)
1<j =1

Here n = [(D—1)/2] corresponds to the number of rotation parameters a;, = = /141 a2,
and the metric function reads

In four dimensions, the number of rotations is n = 1, and the solution reduces to the
stationary cylindrical black hole solution of Lemos [29].
As calculated in ref. [30], the entropy of the solution is

s_ 27Vol(Sp_o)Zry 2

3.4
: , (3.4)
with mass and angular momenta given by
Vol(Xp— D —1)Vol(Xp_
M = Yo=D=2) (%D 2) ((D —1)22 - 1>r,§’—1, g = )22 (Eo-2) o rb=1 (3.5)

where Vol(¥p_2) corresponds to the volume element of the (D — 2)-dimensional Eu-
clidean space.

In order to test the validity of the Cardy-like formula (2.4), one needs to construct
the static soliton and to compute its mass through the quasilocal expression (1.2). As
explained in the introduction, operating a double Wick rotation on the static version of
the solution, that is eq. (3.3) with a; = 0, one gets the AdS soliton [19]

g2 D—3
ds® = —r? dt* + ﬁ + f(r)de? + 1 Z da?, (3.6)
i=1



with

f(r) =12 [1 - <(D31)T>D1] . (3.7)

The next step is to determine the mass of the soliton through the quasilocal formula (1.2)
where the Killing vector field is & = ;. The variation of the Noether potential and the
surface term are given by

1 D—1 D-1
1 2 1 2
ds®" = — [ —— AK™() = —= | =—— . 3.8
/05 2/€<D—1> ’ (&) /@<D—1> (38)
Finally, the mass of the D—dimensional AdS gravitational soliton reads
VOI(ZD_Q) 2 b=l
Mg = — .

sol 2% D_1 ’ (3 9)

and it is simple to check that the formula (2.4) where J? is now understood as J? = Y"1 .J2
and where d.s = D — 2 and z = 1 correctly reproduces the gravitational entropy (3.4).

3.2 Black hole with a super-renormalizable self-interacting scalar field in 3D

We pursue our survey considering now a three-dimensional toy model whose action is
described by the Einstein-Hilbert piece with a cosmological constant together with a non-
minimally self-interacting scalar field

R—-2A 1 1,
S - VOV R -U)) . (10)

Slg.) = [dv/=3 (

The nonminimal coupling corresponds to the conformal one in three dimensions, and as it
is well known the potential term which is compatible with the conformal invariance of the
matter source is U(¢) o« ¢°. Nevertheless, in our case, we chose a potential term breaking
the conformal invariance of the matter action, and defined by all the powers lower than
the conformal one (super-renormalizable potential), that is

U(¢) =M o+ A ¢” + X36° + A d' + X5 0° + e ¢°. (3.11)

The field equations obtained from the variation of the action (3.10) with respect to the
metric and the scalar field are

1 - 1
G;w + Aguu =K <Vu¢vu¢ — Juv <2va¢v ¢ + U) + g(guum - vuvy + Guu)¢2> )
1 au
U¢ — <Rop = —. 3.12
0 ghe dé (3.12)
In ref. [32], the authors have derived a static black hole solution of the model described
by (3.10)—(3.11)—(3.12) using a conformal machinery where the coupling constants are



parameterized as follows

[(1=3)* (Ap—3) X +27 (u—1)*]\V2

AL = 2 5 ’
18v/k (1 — 1)% (1 — A2)
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. 5v/ 2k 3 N3 BN [(Ap—3) (n—3)*+27 (u—1)\?]
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v 27 G DR (3 (a3 oo
1152 (n — 1) (1 — A2)° ’ '

o CRP27 (= 1PN+ (4p —3) (u—3)°]

13824 (1 — 1) (1 — A2)° ’
27 (p—1)*+ X (40— 3) (n — 3)°]

27 (n—1)* (1 - A2)° '
More precisely, as shown in [32], the action defined by (3.10)—(3.11)—(3.13) can be ob-
tained from the conformally invariant action® denoted by S[j, ¢] and corresponding to the

A= —

action (3.10) with the potential U #% through a map parameterized by the factor \, and
both actions are related as follows

In fact, the static solution reported in [32] was constructed using the one-parameter map-
ping with a seed configuration given by the solution of the conformally self-interacting
version of the Martinez-Zanelli solution [33] found in [34]. Instead of writing down the
static solution [32], we report its spinning extension obtained from the static configuration
as usual in three dimensions through a Lorentz boost defined by

1 1
t ——(t+w), - (p+wt), 3.15
T—ttwe), v (e tul) (3.15)
and well-defined for w? < 1. The line element of the resulting rotating solution is given by
d 2

ds* = H?(r) {—NQ(’I“)F(T)dtZ + % + R%(r) (dyp + N“"(r)dt)2} , (3.16)

where the metric functions and the scalar field read

(1-w?) 1 w(r? — F(r))

NQ(T) =72 (7’2 — wQF(T')) , N¥(r)=

2(,) —
@) TS T

B 2 12(p—1)r,
#r) = \/’{H(T) \/(3 (n—1)rh —27p) 24

o0 (@)Y | o g

IThere is a slight abuse of language in the sense that “by conformally invariant action”, we mean that

, (3.17)

F(r)=r?

only the matter source involving the scalar field is invariant under the conformal transformations and not
the gravity action.



We now analyze the thermodynamical properties of the spinning solution through the
FEuclidean method where the Euclidean time 7 is imaginary 7 = it and periodic of period
$ which is the inverse of the temperature 5 = T~!. The Euclidean action Igyc is related
with the free energy F' by

Ipwe =BF=B(M—-TS —QJ), (3.18)

where M is the mass, S the entropy and €2 is the chemical potential corresponding to the
angular momentum J. On the other hand, in order to display the boundary term B that
will ensure the finiteness of the Euclidean action, we find more convenient to consider the
following class of Euclidean metric

dr?
F(r)

ds® = H*(r) {NQ(r)F(r)dT2 - + R2(r) (do + iNW(T)dT)Q} :

with the assumption that the scalar field only depends on the radial coordinate, ¢ = ¢(r).
The Euclidean time 7 € [0, 5] and the radial coordinate r € [r}, co[ where 7y, is the location
of the horizon and ¢ € [0, 27[. The reduced action principle reads

Tone = 273 / (N(rYH(r) + N*(r)p(r)') dr + B, (3.19)
where
1 H(r)R¥r)(8 — ¢(r)’k)N¥(r)’
p(r) = 16 N(r)n : (3.20)
and the Hamiltonian H is given by
- 2 " i /2 ! / ! / !
=3 ppg e mrr - M e p o (L ry R
8k H 2 2
1 PR | w1 /1 ' . H3R(A
A arRed + HERS? — L (1P R4 PR Hew + T TATRU@)
4 4 4\ 2 K
245 p?
HR3(k¢? —8)

In the reduced action (3.19), B is a boundary term that is fixed by requiring that the
Euclidean action has an extremum, that is 6/ = 0; this last condition in turn implies that

—kp? (1 1. 1 ; —Kp? ,
5= —or8 [ (32 Iy an s Lur' NV T Rnge ) ort (325 pEN) o +
8K 2 2 8 K
- 2 ! !/ ’ / - 2 /
G (82rt ) GHBEN Loy p mEN Vi lrENee Vot (32F HEN) oR
8 H 2 4 8r

8—,‘€¢2 1 ’ 1 ’ 3 ’ 1 ’
~ (T H{GF N+FN'4 ) oR — ( JHFRNG ) 69 + ( JHFRNG + HF RN¢
I
1 / 1 e

r=rp,

,10,



where the variation is taken between the horizon and the infinity. The temperature is fixed
requiring regularity of the metric at the horizon yielding to

’

BIN()E (7))l = 4,
and for the solution (3.17), one obtains

(3—p)rpvl— w2.

T —
47

(3.21)

We do not display the field equations of the reduced action (3.19) but their full integration
will reproduce the solution (3.17) with

wu(l = N) 5
—— .
k(1 —w?)

We are now in position to compute the boundary term. Its contribution at the infinity gives

_2mBu(l + w1 = Ay
o k(1 —w?)

(L +w?)(1— A

53} /q/(]_—wg) Ths

5Th:>B|OO:ﬁ

while at the horizon, one gets

47(1 — N
0B| = -2m orp + N¥9(rp) op|
=2 | At = gy ) O
and since Q = N¥(c0) — N?(rp) = —w, we obtain
8m2(1 — A

B|, = N u)nrh + 27w BQp. (3.22)

Finally, the boundary term is given by
B - B’()O B B|7‘h
Tl +w)(1-22) , 8721 — A2
r2 _
k(1 — w?) VI W23 - )k

and hence the comparison between (3.23) and (3.18) permits the identification of the en-
tropy

=p rn, — 2760, (3.23)

B 8um?ry, (1 — )\2)
S = PGV (3.24)

as well as the mass, angular momentum and angular velocity that are given by

(14?1 ,

o 2mpuw(l = N?)
k(1 —w?) o=

i
M=
k(1 —w?) Th

2 =—w. (3.25)
It is interesting to note that the values of the entropy, the mass and the angular momentum

of the black hole solution with the super-renormalizable potential are precisely (1 — \?)
time those of the black hole solution with the conformal potential [33, 34]. This is not
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surprising and can be explained as follows. On one hand, the actions being proportional
with that precise factor (3.14), so that their Euclidean actions

IEuc — (1 - )\2)I~Euc-

On the other hand, since the temperatures and the chemical potentials are the same for
both solution, 7 =T and Q = Q, we have by virtue of (3.18)

Ipwe = B(M — TS —QJ) = (1 — A\ Igue = (1 — A2)8 (M TS — Qj> .
For completeness, we also notice that the first law of thermodynamics is satisfied
dM =TdS —wdJ. (3.26)

Once again, in order to display the role played by the gravitational soliton for computing
the entropy, we construct the gravitational soliton and derive its mass. The soliton obtained
from the static black hole configuration, eqgs. (3.16)-(3.17) with w = 0, through a double
Wick rotation reads

h2(r) dr?

ds® = —r? h?(r)dt?
s r<h(r)dt* + 270

+ 12 f(r) B2 (r)de?, (3.27)

with

w2 P2 Y, 3(u—1)
e = ’h()_[X¢CNM—D—¢MB—MH_+1

For a Killing vector & = (1,0,0), the surface term and the variation of the Noether

potential read

o — 12 | s i (Ap=3) (n=3)"r!
/od o-a M[ 9G—mm (=1 27— 1P B(a— 1)+ (i~ 3) )
C@p=3) (-3 2
27 (n— 1)k (B-mws]
AK™(€") = (1-)?) [ 8ur - e (Ap—3) (p—3)"r
9

B-=mwrm=1 27(u=12Bn-1)+ru(p-3))"
2

(4p—3) (u—3)°r
27 (u—1)*k ’

yielding to a mass of the soliton (1.2) given by

Amp(l — A2)
(B—p)?r

Finally, it is easy to check that the formula of the gravitational entropy (3.24) is correctly

M, = (3.28)

reproduced by means of the Cardy-like formula (2.4) using the conserved quantities (3.25)
and the mass of the gravitational soliton (3.28).
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3.3 Lovelock AdS black holes

In General Relativity, two of the main fundamental assumptions are the requirement of
general covariance and the fact that the field equations for the metric are at most of
second order. In three and four dimensions, these requirements automatically single out the
gravity theory to be described by the Einstein-Hilbert action plus eventually a cosmological
constant. However, for dimensions greater than four, a more general gravity theory, the
so-called Lovelock theory, satisfies these standard requirements [35]. The D—dimensional
Lovelock Lagrangian is a D—form constructed out of the vielbein, the spin connection and
their exterior derivative and is given by

[D/2]

Z p €qyoap RIW2 - - RO20-1020020+1 .. 0D

p=0
where R%® = dw® + w4, w is the curvature two-form, the coefficients ay are arbitrary
dimensionful coupling constants and the wedge product between differential forms is un-
derstood. We recognize the first two terms of the Lovelock Lagrangian to be proportional to
the cosmological constant and to the Einstein-Hilbert piece. Being D—dimensional forms,
the Lovelock actions are automatically invariant under the local Lorentz transformations.
In addition, in odd dimension, this Lorentz gauge symmetry can be enlarged for a particu-
lar choice of the coefficients ay, to a local (A)dS or Poincaré symmetry group; the resulting
Lagrangians are called Chern-Simons, see e. g. [36] for a review on Chern-Simons theory.
As shown in [37], the coefficients o, can also be chosen such that the theory has a unique
AdS vacuum with a fixed value of the cosmological constant. In doing so, one yields to
a series of inequivalent actions indexed by an integer n with 1 < n < [(D — 1)/2], and
given by

Sp— -t /znzcg €ayomap RM1O2 - - - RO2p=102p 002p 41 ... 00D (3 90)
" 26n(D = 3)! ) <= (D - 2p) armap ’

or in tensorial form by
1 (D—-1)(D —2) (n—1)

Sn:%/deMTQ[R+ " +2(D_3)(D_4)LGB
(n—1)(n—2)

(D —3)(D—4)(D—-5)(D —6)

LG ...,

i 3!
where Lgg = R? — 4RQBRO‘5 + RumﬂR“mﬁ stands for the Gauss-Bonnet Lagrangian and
L) is given by

L® = R® —12RR,, R"™ + 16 R R" \R"" + 24R,,, Ryo R'*" + 3RR 1 p R
—24R R 1 R7P7* + AR pe R R - — 8RR (RIS

Using differential forms, the field equations arising from the variation of the action (3.29)
with respect to the vielbein and the spin connection read

€any-ap RI208 -+ - RO2n—102ngl2nt1 ... 00D — () (3.30a)

€abag.ap R -+« Rozn-102n T2+l gazniz L can — () (3.30D)
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where R%® = R% 4 e%b and T is the torsion 2—form T% = de® + wgeb. The spectrum of
solutions of Lovelock and Chern-Simons gravity theories contain (topological) AdS black
holes with interesting thermodynamical properties, see e.g. [37-42].

We now construct the spinning extension of the black hole solution of the field equa-
tions (3.30) found in [41] with planar base manifold. Its line element is given by

2 D-3
+ R2(r) (dp + N¥(r)dt)* + v > da?, (3.31)

i=1

dr

£(r)

ds* = —N?(r)dt* +

N =w (P = F() (P = F(re?)

D—1
1 2 n

() = =y (= FO)?). F(r) =1’ (1 - (”)) . (3.32)

,
Skipping the details, the entropy together with the Hawking temperature read

B 27‘(’7’}?_2 VO](ED_Q) (D — 1)7“h\/ 1-— w2

S = T = 3.33
kv 1 — w? ' dmn ( )
while the mass and angular momentum are given by
D-1 D-1
M= D —2+w?\ Vol(Sp_a)ry 7 Jo_ D —1\ wVol(Xp_2)r, (330)
2K n(l —w?) 2K n(l —w?)

and we easily check that the first law holds.

On the other hand, the corresponding soliton derived from the static black hole solution
with a double analytic continuation is

D-3 D=1
ds? = 2 4 L A Fr)dg? +12 > da?, f(r)=1- |
r2 f(r) — v (D—1)r ’
and the mass of the soliton is computed to be
Vol(Sp_s) [ 2n 77?2
M, = — . .
sol /i(D—l) D—l (3 35)

Finally, the gravitational expression of the entropy (3.33) matches perfectly with the Cardy-
like formula (2.4) with d.s = D — 2 and with the conserved quantities (3.34)-(3.35). Notice
that this matching is far from trivial and deserves a certain attention for the following
reason. As said in the introduction, there exists higher-dimensional extension of the Cardy
formula that applied for field theory having an AdS dual, the so-called Cardy-Verlinde
formula [9]. Nevertheless, as stressed in [43], the Cardy-Verlinde formula fails in general
for the Lovelock AdS black holes independently of the topology of the base manifold.
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3.4 Hyperscaling violation black hole in D dimensions

Up to now, we have only considered cases where the violating exponent is vanishing, 6 = 0.
Nevertheless, hyperscaling violation black holes are also known in the current literature, see
e.g. [44-47]. It is conjectured that these solutions may have a certain interest in holographic
contexts related to condensed matter physics, see e.g. [48] and [49]. For example, solutions
with an hyperscaling violation exponent § = D — 3 can be useful to describe a dual theory
with an O(N?) Fermi surface (N being the number of degrees of freedom).

Hyperscaling violation black holes can also be an excellent set-up to test the robustness
of the Cardy-like formula (2.4) since in this case the effective spatial dimension d.q is not
longer equal to D — 2 but will instead depend on the exponent #. A toy model in order to
achieve this task is given by the Einstein-Hilbert action with a self-interacting scalar field

R 1
Slovdl = [@Pav/=g| 51 ~ 3V.0V"0 - U0)|. (3.36)
whose field equations read
1 o au
Guw =k |VuoVb — g §VG¢V o+U ||, o = @ (3.37)
Indeed, for a Liouville potential of the form
_9_ 1 VARG
U(¢) _ (D 2 9) (D 1 9) e /(07D+2)(D72)7 (338)

2K
a static hyperscaling violation black hole was found in [50] with a generic value of the
exponent #, and whose effective spatial dimension is d.ge = D — 2 — 0.

As done previously, we construct the spinning extension of the solution [50] that reads

1 dr? =
ds?® = — [—NQ(r)alt2 + ) + R%(r) (dp + N?(r)dt)* + r? Z dl’?] . (3.39)
rD-3 r i=1
where
N%(r)= r2(1 — wz) F(r) (r2 — F(r)wQ)_1 , R%(r) = il —1w2 (r2 — F(r) w2) ,
- (r2 — F(r)) B rp\ D—1-0 |0 (0—-D+2)
N?(r) —wm, F(r)=r? (1 - (%) ), o(r) = R In(r).

Since the thermodynamics analysis is quite similar to the case of the scalar field with
a super-renormalizable potential, we only sketch briefly the quantities of interest as the
entropy and temperature of the solution

B 27TV01(ED,2)TD_2_9 T— (D —1—-0)v1—w?
C oRV1I-—w? " 7 B Ar 7

and hence the effective spatial dimensionality d.s = D — 2 — #. The mass and angular

S (3.40)

momentum of the solution are given by

(w?+D—2-6) Vol(Sp—2) p_; 4 (D-1-0)wVol(Sp_2) p_1_9g
M = o (1 — WQ) Th y J =— o (1 — w2) T’h . (341)
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On the other hand, the corresponding soliton is described by the following line element

D-3
a5t = L |2z O do® + 12 3 da? 3.42
¢ = —5; r t—i-f(r)—kf(r)go—i-r x|, (3.42)
rb=2 i=1

with the metric function and the scalar field given by

2 b=1-6 0 (60— D+2)
flr)y=r2 {1 — [(D—l—H)T] } , o(r) = Wln(r).

The mass of the soliton obtained through the quasilocal charge expression (1.2) reads

Vol(Sp_2) 2 b=1-0
M = — .4
sol 2H D . 1 o 9 9 (3 3)

and it is straightforward to check that the Cardy-like formula (2.4) with djg = D —2 — 6
fits perfectly with the gravitational entropy (3.40).

3.5 Hyperscaling violation black hole with higher-order gravity theory

As said before, the effective spatial dimensionality d.q is not always equal to D —2 — 0 but
may have a different expression depending on the theory considered. Nevertheless, in order
to corroborate the Cardy-like formula with a different value of the effective dimension, we
opt for a pure quadratic gravity theory defined by the action

i / dPx /=g (B1R* + BoR,W R™) (3.44)

with field equations given by
1
g/u/ = BZDRMV + 5 (451 + 52) g,ul/DR - (2B1 + 52) vuvuR + 2/82RuowﬁRaﬂ + 2B1RR}U/

1
_5 (ﬁl-R2 + /82RaﬁRa6) Guv = 0. (345)
After a straightforward computation, one can see that the field equations admit the line
element (3.39) with § = D — 1 with the metric functions given by

1 2

-1 (T — F(r) w2) ,

N2(r) = 7“2(1 — w2) F(r) (r2 — F(r)wQ) , RQ(T‘) =

2 F() i 2B
ey o= () 7).

and, where the coupling constants are tied as

(D +2)p2
5D —2

fr=—

The entropy and temperature of the solution are given by

_ 167 Vol(Sp o) (D—1)*By 25 C(D-1D)VI—w?r
(5D -2)(D-2)k T2 h T = SD-2rx (3.46)
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which imply that the effective dimension is d.¢ = D/(D — 2). Without giving more details,
we just report the usual quantities of interest

4 (D +w?(D—2)) B2 (D —1)*Vol(Sp_p) 2D

M = r )
(D—2%k(5D —2) (1 — w?) g
8 (D —1)%B;Vol(Sp_g)w 22=D
J = - 2 Th ’
(D—-2)"k(5D —2)(1 —w?)
_ 16Vol(Sp_g)y (D-2\PF ( 4 \T=
Mooy = = (5D —2)k < 4 > <D - 1) ’ 247

and again, we constat the perfect matching between the gravitational entropy and the
Cardy-like formula (2.4).

4 Testing the Cardy-like formula in the anisotropic case

We now consider the anisotropic case which corresponds to a dynamical exponent z # 1
with our convention. In the static case, the asymptotic metric of anisotropic (Lifshitz or
hyperscaling violating) black holes can be described by the following line element

2 1 2z 1,2 dr? 2 = 2
ds* = —— | —rdt +TT+T Zda:i , (4.1)
i=1

where now z # 1 is responsible of the anisotropy between the time and the space
coordinates.

In spite of the fact that the Cardy-like formula (2.4) is also appropriate with z # 1,
stationary anisotropic black hole solutions are not known in the literature. Moreover,
unlike the isotropic case, the Lorentz boosts are not longer symmetries for spacetimes with
z # 1, and hence the usual trick of performing a Lorentz boost to the static solution
may yield to a metric with a rather obscure causal structure. These are the reasons for
which we will first concentrate on static anisotropic black holes (J = 0) in order to test
the consistency of the formulas (2.4)—(2.5). Nevertheless, in the last subsection, we will
observe the effect on turning on the momentum of a static Lifshitz black hole by the usual
Lorentz transformation. Making abstraction of the causal structure, we will compute the
mass and angular momentum of the resulting metric and see explicitly that the Cardy-like
formula with J # 0 is still consistent with the gravitational entropy.

4.1 Lifshitz black holes with higher-order gravity theories

We now deal with a gravity action in arbitrary dimension D with quadratic-curvature
corrections given by

1
S = 2% /le‘\/jg (R —2A + 51R2 + ﬁzRaﬁRaﬁ + B3RQ5NVR%3MV) ) (4.2)
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The corresponding field equations read

1
G;u/ + Ag/u/ + (52 + 463) DR}M/ + 5 (4/81 + /82) gMVDR - (2ﬁ1 + ﬁ2 + 253) vuvuR
+ 2B3Ry0p R + 2 (B2 + 283) RuowsR*® — 43R0 R, + 281 RR,  (4.3)

1
=5 (R + BoRap R + B3 Rapns BO?) g = 0.
In refs. [51, 52], three families of Lifshitz black hole solutions were found. In the present
case, we are only interested on the family for which the dynamical exponent z > —(D — 2)

and described by the following line element?
D-2

d82 _ 77.22 |:1 - <7;h) z+§2:| dt2+ d’l"2 +T2 Z d.fl?2 (4 4)
A e e R

The coupling constants ensuring the existence of this solution can be found in [51, 52]. For

this family of solution, the entropy and temperature are

B 27 VO].(ED_Q)

S = - Q(z)rP 2, (4.5)
r_ (D 8—:) ()" (46)
with
Q(2) 322+ (D—2)(D+2))(D—2+32)(D+2-32)

T 2724 —4(271D—45)23— (D—2) [2(5D—116)22+4(D?— D+30)z+ (D+2)(D—2)?]
(4.7)

Since the field equations are of higher order, we find more convenient to adopt the quasilocal

formalism in order to compute the mass. This will correspond to the charge ) defined

in (1.2) with a Killing vector field ¢! = 9. In the present case, the tensor PP appearing
in the charge formula (1.2) is given by

papys _ L (gavgb’é N ga6gﬁv> LBp (gavgﬁé _god Bv)

4k 2K
+f—2ﬁ (Q'B‘SRLw — g"R* — g™ R + ga”R'BJ) + %Raﬁw.

After a tedious but straightforward computation, one obtains the expression of the mass

(D — 2) Vol(Sp_s)

M=— m Q(z)ritP=2, (4.8)
As usual, the corresponding static soliton is
2 2,2 1 dr® 2z 2 2 = 2
ds? = —r2dt TR fr)dg® +12 )" da?,
i=1
4 z+D—2 1
2z

—1_ - 4.9
f(?ﬂ) |:(Z+D_2):| r2+l2)—27 ( )

2The two remaining Lifshitz black hole solutions have a zero entropy.
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and its mass is computed to be

z+D—2

M., = 2 Vol(Sp_») [(Hé_g)] |

It is interesting to note again that the expression of the entropy (4.5) coincides with the

Q(2)
4k

(4.10)

Cardy-like formula with d.g = D —2, J = 0 and for any value of the dynamical exponent z.

4.2 Charged anisotropic black holes with two Abelian gauge fields

In this subsection, we would like to check the charged version of the Cardy-like formula (2.5)
in the anisotropic and static situation, z # 1 and J = 0. In order to achieve this task,
one considers the case of Einstein gravity with two abelian fields A(;) and a dilaton ¢
with action

2
S=o /d z\/—g (R— 20 — S0u00" ) — 4;e Foy | (4.11)

with ]:(Qi) = F(Z-)WF(’;;/ for i = 1,2. For the following ansatz

ds* = —rZF(r)dt* +

dr? 2D72 9
TIORS ;_1 da?, (4.12)
A(i)udx“ = A(l)tdtv ¢ = (b(T’),

a solution was found in [53]

F(r)=1-m (%)ZHH +(m—1) () B (4.13a)
Ay = ZQiZl;E)QMA;(TZJFDZ B T}ZZ-&-D—Q)’ (4.13b)
A(Q)t _ _\/2( z;%(D4 2),U *22 z+D 3( —(24D-4) _ r —(z4+D— 4) (4.13¢)

e¢:,ur 2D-2)(=-1) —2 2—1 (4.134)

21 ‘D-2
where m, p are integration constants, and r, stands for the location of the horizon. Note
that this presentation (4.13) is equivalent to the one considered in [53], after some redefi-
nitions of the constants. We stick to (4.13) for latter convenience. With our notation, the
Wald entropy and Hawking temperature read

2
S = %7‘}?72\/01(217_2), (4.14)
T [(z+D—-4)(2—m) +2]Ti,
a7

while the mass, electric potential and electric charge are
(D-2)m .,p 2D—2)(m—1) _x
M = TTZ VO](ZD_Q), (I)e = s+ D_4 Mmoo 2 Th,
A2

V2(D=2)(m—1)(z+ D —4)u=
2K

Qe:

ritP3Vol(Xp_a).
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It remains to derive the soliton counterpart from the uncharged black hole solution which
corresponds to the limit m — 1. The double Wick rotation takes the following form

g D-3
ds® = —r2dt® + 2;( ] + 2 f(r)dp® + r? Z dx?, (4.15)
r2f(r
i=1

=1 (27

where we have defined )
r, = 72 :
h= z+D—2

Using (1.3) , the variation of the Noether potential and the surface term read

~ z+D-2 1

Ty, z2—2 _ _

AK™" = -4 / ds O" = — 5 P P2
K 0 K

and then the mass of the soliton is

z+D—2

ZVOI(ED_Q) 2 z
My, = — . 4.1
! 2k z+D—2 (4.16)

It is now straightforward to check that the formula (2.5) matches perfectly with the Wald
entropy (4.14).
4.3 Turning on the angular momentum

We now turn on the angular momentum of the solution discussed in section 4.1 by operating
a standard Lorentz transformation

1 1
t— ——(t+wo), - ———(p +wt).
At teeh e sl wt)
The resulting metric reads
dr? ey
ds® = —N?(r)dt® + Fr) + R%(r) (dp + N¥(r)dt)* + r* Z da?, (4.17)
i=1
where
N*(r) = GO H(r) (1 - w?) [ = 127 H (r)w?]
1
2 2 _ 2z 2 F(r) = r?H 4.1
R(r) 1= [r? = r?H (r)w®] , (r) =r"H(r), (4.18)

N?(r) =w[r* —=r**H(r)] [r* —r?**H (T)wQ]_l, H(r) = [1 _ (rh)ﬂgﬁ} ‘

r

As already mentioned, the resulting metric may suffer some pathology essentially due to
the fact that the combination 72 — r?* H(r)w? is not ensured to be positive for any value
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of r > ( as it is the case in the isotropic situation z = 1. Nevertheless, making abstraction
of this problem, one can still compute the entropy and temperature of the solution

_ 27 VOI(ED,Q)

S = Y Qz)rP 2, (4.19)
T (z+D — 2)\/@7“2 (4.20)

8T ’
where Q(z) is defined in (4.7). One of the advantage of the quasilocal formalism [27, 28]
is precisely to overcome the difficulty at infinity by introducing a one-parameter and by
integrating in the interior region and not at infinity. Since the asymptotic form of the
resulting metric (4.17)—(4.18) is not clear, the quasilocal formalism seems to be very-well
appropriated to circumvent this problem. In doing so, one can compute the mass and the
angular momentum

(D -2+ 2w?) Vol(Xp_2)

M= - 45(1 — w?) QT o
7= BEE T Q2 (.22

Finally, it is somehow appealing that the Cardy-like formula (2.4) with the angular
momentum turning on still reproduces the correct value of the gravitational entropy.

5 Summary and concluding remarks

Here, we have considered rotating (an)isotropic black holes in arbitrary dimension with
a planar horizon which are obtained from static configurations through a Lorentz trans-
formation. The aim of this paper is to show that the spinning black hole entropy can be
obtained from the microcanonical degeneracy of states according to a Cardy-like formula
making no reference to any central charge but instead involving the mass of the ground
state. The ground state is in fact identified with a gravitational bulk soliton. Hence, one
of our working hypothesis in order to reproduce the semiclassical black hole entropy is the
existence of a soliton. From a technical perspective, the soliton, in all the examples we have
treated, is obtained from the static black hole by a double analytic continuation followed by
a suitable rescaling that permits to absorb the constant of integration. This procedure is
quite similar to the one that yields the AdS soliton [19]. In doing so, the resulting solitonic
solution turns to be smooth, regular and devoid of any constant of integration fulfilling
what the ground state is expected to be. However, there exist black hole solutions for
which the double Wick rotation does not apply for different reasons. For example, this can
occur for black holes for which the topology of the event horizon presents an anisotropic
scaling symmetry. Such examples have been known much before the advent of Lifshitz
spacetimes [54]. In this reference, two families of static black holes solutions of Einstein
equations in five dimensions with a negative cosmological constant were constructed, and
the horizon topologies of these solutions are modeled by the Solv 3—geometry and the Nil
3—geometry. These geometries are two of the eight geometries of the Thurston classifica-
tion. The Solv (resp. the Nil) solution is asymptotically AdS (resp. Lifshitz with z = 3/2)
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but both solution enjoys an anisotropy along one of the coordinates of the event horizon
responsible of the violation of the hyperscaling property. On one hand, a simple calculation
shows that the Cardy-Verlinde formula [9] for the Solv solution does not yield the correct
temperature dependence. On the other hand, while the Solv solution fits perfectly our
assumptions, some complications have emerged concerning the Nil solution, in particular
to construct the corresponding soliton. An interesting task will consist in understanding
what would be the soliton configuration for the Nil solution or how to construct it (even
numerically). One can go further extending the analysis done in this paper to the many
examples of black holes with Thurston horizon topology.

Another aspect that may deserve some attention in the future has to do with the Smarr
formulas. These latter are relations expressing the mass as a simple bilinear form involving
the other conserved charges and the thermodynamical quantities [55]. Smarr relations can
also be viewed as the integral forms of the first law of thermodynamics. For example, in all
the cases studied in this paper, the solutions satisfy a Smarr relation given generically by

M:< et >T5+QJ.
deﬂ+z

In the case of asymptotically AdS black holes, extended versions of the first law and of
the Smarr formula have been obtained where the cosmological constant is considered as a
thermodynamic variable, see e.g. [56, 57]. In this perspective, the mass of the AdS black
hole may be understood as the enthalpy of spacetime while the cosmological constant plays
the role of a pressure term in the first law. Recently, these ideas have been shown to hold
also for Lifshitz black holes [58]. Since Smarr and Cardy formulas are intimately linked,
it will be interesting to identify the physical implications on the Cardy-like formulas of
viewing the mass as enthalpy.

Finally, we expect that the survey operating in this paper, apart from confirming the
validity of the Cardy-like formulas, will be of relevance in order to clarify some issues
concerning the field theory side.
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Capitulo 5

Extensiones Gravitatorias de la
Relatividad General

Hasta ahora hemos presentado distintos resultados que se enmarcan dentro de la interaccién de la
Relatividad General de Einstein (incluyendo un término cosmolégico) con distintos campos de materia.
Si bien la Relatividad General ha sido una teoria muy fructifera, la falta de una descripcién cudntica de la
gravedad es motivacién suficiente para buscar nuevos escenarios. Dentro de las numerosas posibilidades,
las teorias gravitatorias de orden superior en la curvatura han recibido cierta atencién. Por un invariante
gravitatorio de orden n entendemos un escalar construido tnicamente con el producto de n tensores de
Riemann y sus posibles contracciones con la métrica g,,,,. Decimos que una teoria gravitatoria es de orden
n en la curvatura si su densidad lagrangiana £ esta construida tinicamente con invariantes gravitatorios,
de modo que n sea el méaximo entre todos los 6rdenes de los invariantes que constituyen a L.

Por mencionar algunos ejemplos importantes en la literatura, a fines de la 1iltima década se presenta
una teoria cuadrética (de orden 2) en D = 3, que actualmente conocemos por BHT Massive Gravity o

New Massive Gravity (en adelante, NMG) [108], descritas por la accién

Slguw] = / /=g [R + % (RWR‘“’ — zRQH : (5.1)

Las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden, no obstante su traza es una ecuacién diferencial
de segundo orden. Ademas, la linealizacién de NMG sobre el espacio plano reproduce las ecuaciones
de Fierz-Pauli para una particula masiva de spin 2 [109]. También han recibido cierta atencién las
llamadas f(R)-Theories, construidas solamente con el escalar de Ricci R y funciones de él (para un
review, ver [110]).

Este capitulo estd dedicado a la presentacion de dos teorias gravitatorias de orden superior que han
sido vastamente investigadas en la literatura, y para ello, en la seccién [5.1] revisaremos los aspectos
fundamentales la Gravedad de Lovelock, una teoria que puede ver como una generalizacién natural de la
Relatividad de Einstein. En la siguiente seccién [5.2] presentaremos las Gravedades Cuasitopoldgicas: cuél
es su origen, y por qué son interesantes desde el contexto de la correspondencia holografica. Finalmente,

se presentan los resultados del articulo [3].

5.1. Gravedad de Lovelock

Propuesta por Lanczos en dimensién cinco [111] y luego generalizada para dimensién arbitraria D en

1970 [27], 1a teorfa de Lovelock (o Lanczos-Lovelock) se puede entender como una generalizacién natural

101
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de la teoria de Einstein. Para un espaciotiempo de dimension D, la teoria de Lovelock se puede describir

a través del lagrangiano
(3]
L=V=g9) oLy (5:2)
k=0

donde [z] es la parte entera de x, ay, son constantes de acoplamiento, £y = 1 y en general

Ly = 7@5#1”1 HkVE HRa iBi s (53)

a1B1...afi

donde 6;132 1]" es una notacion para la Delta de Kronecker generalizada:

71 11 i1
6j1 6j2 T (Sj”n,
52 gt L g
52122 7,n — det J1 J2 In (5 4)
Jijz---dn € . . . . . .
6j1 53'2 . 6jn

Los primeros términos de la familia de Lovelock son:

L1 L 664 — 846 ) R —1R“” R™ ) =R 5.6
5( B Ba> MV_i( pv w/)_ ) (5.6)
Lo = R? — 4Ry, R™ + Rapea R¥Y, (5.7)

L3=R*—12R'R,*R+ 16RR,° R, + 24 Rapeqa R R* + 3RabcdR“deR
~24Rapa R R¥ — 8RR /R + 4R, R, [ R, . (5.8)

En su trabajo, Lovelock muestra que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a ([5.2)) son de la

forma E*” = 0, donde E* es un (2,0)-tensor que satisface las siguientes propiedades:
i. EM” es un tensor simétrico, EFY = EVH,
ii. €M es una funcién de g"” y de sus dos primeras derivadas.
iii. El tensor £#" tiene divergencia nula, es decir, satisface V,E*” = 0.

iv. En D = 4, EM¥ estd tinicamente determinado por agg"”+a; GH, que son exactamente las ecuaciones

de movimiento de la teorfa de Einstein con una constante cosmoldgica.
Ademsds, tres observaciones que surgen de la construccién de Lovelock son las siguientes:

v. Para cada dimensién D, existe una cantidad finita de términos no nulos dentro de la familia L.
Esto se puede apreciar a partir de la definiciéon de L, ya que si D satisface la relacion D < n,
entonces el determinante de la delta de Kronecker generalizada se anula, pues estaremos
calculando el determinante de una matriz que tiene al menos dos filas (o columnas) idénticas. Para
el caso especifico de la construccién de Lovelock, tenemos que todos los términos Ly tales que
2k > D son nulos.
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vi. En el caso de dimension par, D = 2m, el término L,, presente en el lagrangiano de Lovelock resulta
ser la densidad de Euler xs,,. Esta observacion trae como consecuencia que para D = 2m, en la
accion

S:/dgmm\/—gZakﬁk
k=0

el término L,, es en realidad un término de frontera, y por lo tanto, no afectara en las ecuaciones
de movimiento. Es gracias a esta caracteristica que usualmente la literatura se refiere a los términos

L, como la continuacién dimensional de la densidad de Euler.
Vii.

Teorema 1. ( [27,112]) La teoria de Lovelock es la teoria puramente gravitatoria mds general que

satisface las siguientes hipdtesis:

a) Estd construida inicamente usando (combinaciones lineales de) términos invariantes bajo el

grupo de Lorentz.
b) No incluye términos de torsién ni productos exteriores provenientes del dual de Hodge.

¢) Las ecuaciones de movimiento son ecuaciones que dependen de la métrica y a lo mds de sus

dos primeras derivadas.

Adicionalmente, en dimensiones impares la teoria de Lovelock admite extensiones localmente super-
simétricas, llamadas Teorias de Chern-Simons. En estas teorias, la supersimetria es una simetria off-shell
de la accién [113].

Como mencionamos, la teoria de Lovelock ha sido muy explorada en la literatura. Por ejemplo,
algunas caracteristicas generales de la teorfa de Lovelock estdan en [114H117]. Como mencionamos, en
cinco dimensiones se puede incluir el término cuadratico, llamado cominmente como término de Gauss-
Bonnet. Algunas de sus soluciones, y propiedades relativas a la holograffa estdn en [118-126]. Soluciones
generales pueden ser revisadas en los articulos [96,127H132|, y para otras soluciones dentro de la familia

de Lovelock que no involucran a la Relatividad General, se pueden revisar los articulos [133H135].

5.2. Gravedades Cuasitopolégicas

Como ya hemos mencionado, la teoria de Lovelock es una construccién completamente general: las
ecuaciones de movimiento que se obtienen son siempre de segundo orden, independiente de cudl sea la
variedad de base que nos interese estudiar. Una pregunta interesante es estudiar el siguiente problema:
si fijamos la variedad de base y deseamos construir una teoria puramente gravitatoria que satisfaga las
mismas hipdtesis que el teorema anterior, jes la teoria de Lovelock la inica solucion?. En dimension 4,
la respuesta es afirmativa, y la tinica teoria corresponde a la de Einstein-Hilbert con una constante cos-
moldgica. Sin embargo, dentro del contexto holografico, encontrar nuevos escenarios supone la existencia
de nuevas clases de teorfas duales. En [117] por ejemplo, se observa que desde el punto de vista de la
correspondencia AdS5;/CFTy, el dual de una teoria que no sea la de Einstein-Gauss-Bonnet podria no
ser supersimétrica. De los resultados de Lovelock desprendemos que, si queremos ampliar el espectro de
teorias gravitarorias en el marco de la correspondencia hologréfica, debemos hacerlo sobre espaciotiempos
de dimensién superior a cuatro.

Motivados por la aparicién de NMG, en 2010 Oliva y Ray [28] presentan una teorfa cibica en 5
dimensiones que, en analogia con [10§], tiene como propiedad que la traza de las ecuaciones de movimiento
son de segundo orden. Mas atin, en dicho trabajo se realiza una construccién general en D dimensiones,

con la particularidad que en D = 3, la teoria construida coincide con la parte cuadratica de NMG.
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En forma adicional, y de especial interés para nuestro trabajo, obtienen que al restringir esta teoria a
espaciotiempos estaticos y con simetria esférica, las ecuaciones de movimiento son de segundo orden. En

efecto, el lagrangiano de esta teoria esta descrito por

7
LOR  — —ER‘“’ Cebedf —R,“R, R —fR R“Rbd+ L pe  RP.R°,
1
—5 R, W RY +1 R3 (5.9)

y las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la variacion de la accién
S = / dPa/=gLO%
respecto de la métrica g, son de la forma FE,, = 0, donde:

1 mn ce
BV, Vo (B RA = RO REI™) = 5 gan R R, RY,

Eqp = _g |:3Rahng prdRpgr

- [RacbdRcstqu — RAR "R + RYCR ! Ry — Vp Vo (Ran R, + R R,

+Ryn R + thRath +RM,R) + %(quRathRbhcd + g RP R, — g’ Ry“RY,
9" R, red R) - = gab Rmn R m:l _ % [ Ra. Rbfcd Rya + 2Racta Refdap ”

+Vp V(R R — RPR, + gP' Rycpa R + gap RP“1" Req — g,/ R, ;R — g,P R, ,R°Y)

cad

1 1 3

—5 game;dR”zR"d] + 3 {3RacbdR“Red + gvpvq(gquacRbc + g R°PR T — gprchac
1 1
—9 PR Ry, — anbR”;R"cRcm} -3 [Rab R Req + 2RR““Racva + VpV o (garg™ R Reg
1

+9" " RRap, — 9. 9," R°*Req + gy RRP! — g’ RR? — g’ RR,") — igabRRTZR"m

12

1
+— [332 ab +3VpV o (gapg™ R* — g g,  R?) — §gabR3 (5.10)

Podemos ver que en general, las ecuaciones de movimiento anteriormente descritas son ecuaciones diferen-
ciales de cuarto orden. Sin embargo, denotemos por X3, al espacio euclideo 3-dimensional de curvatura

constante (donde 7 es la curvatura normalizada a v € {0,41}) y por d¥3, a su elemento de linea, que

corresponde a un plano (v = 0) una 3-esfera (7 = 1) o a un hiperboloide (y = —1):
3 22
a3 5.11
> z:: + 3(af + a3+ 3) (510

Ahora, consideremos la métrica:

d 2
ds® = —f(r)dt® + 4 r2ds2

) 34 (5.12)

que representa la métrica estdtica mas general compatible con las isometrias de X3 . Al evaluar las

ecuaciones de movimiento E,” = 0 (5.10)) sobre esta métrica obtenemos:

5 (9(r) —2)*(29(r) — 3rg/(r) — 27), (513)

E," = ——(g(r) = 7)2f(r)g(r) = 3rf'(r)g(r) — 2vf(r)), (5.14)

E'=
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Bl = q}}}?ﬁg)[TQQ(T)(W’—'Q(T))f/UﬁQ +rf()f (1) Grg(n)g (1) + 419(r) —49(r)  (5.15)

—yrg! () + 4rf (r)*(y = g(r)g (r) = 2 f(r)g(r) (y = g(r))f" (r) + 4f (r)* (v = 9(r))?] 6,7,

donde los indices i, j estdn definidos sobre 3 . Queda en evidencia que las ecuaciones son de segundo
orden. La solucion no trivial de este sistema de ecuaciones se desprende de . Tras resolver la ecuacién
diferencial para g(r), obtenemos g(r) = Crs + ~. Al reemplazar en la ecuacién , encontramos que
f(r) = Cag(r), condicién que ademds resulta compatible en el resto de las ecuaciones . Adema4s,
cuando Cy > 0 podemos reescalar la coordenada temporal usando t — 1/Cst, obteniendo la solucién
descrita en [28].

De estos resultados, podemos destacar las siguientes propiedades:

1. Para cualquier espaciotiempo, la traza de las ecuaciones de movimiento es proporcional al lagran-
giano,
1
a __ OR
E" = §£

ﬁOR

2. El lagrangiano pertenece a la familia de lagrangianos construidos para D =2k — 1y k > 3:

A 1 1 by---arpby d d d d
G =g (g ) Suibanty (Contr - conte - Rty Rl

— pCubr by ok (5 16)

a1by “azbz arby

donde Clypeq es el tensor de Weyl:

2
Cabed = Raped — == (ga[cRd]b - gb[cRd]a) + ( ga[cRd]bR (517)

D -2 D —-1)(D-2)
y las constantes cj estan definidas por

(D—4)!  [k(k—2)D(D —3) + k(k + 1)(D — 3) + (D — 2k)(D — 2k — 1)]
(D—2k+1)! [(D—3)F (D —2)F 1+ 21 —2(3— D)F 1] '

L = (5.18)

Algunos trabajos donde se ocupa este tensor pueden ser revisados en las referencias [136-140].

3. Para espaciotiempos con simetria esférica, la solucién méas general es estatica. Este tipo de resul-

tados se conoce usualmente en la literatura como Teorema de Birkhoff [141].

4. La accion
S = /d5$v ) [Coﬁo +caly + Lo+ C3£OR] )

donde £; (i = 0,1,2) corresponde al i-ésimo término de la teorfa de Lovelock, y los ¢; (j =
0, 1,2, 3) son constantes de acoplamiento, admite soluciones de tipo Agujero Negro con decaimiento

asintéticamente AdS.

5. En D = 5, el lagrangiano dado por es la tinica combinacién ctibica para la cual todas las com-
ponentes de las ecuaciones de movimiento, sobre espaciotiempos estaticos y con simetria esférica,
son de segundo orden [142|. Respecto de esta propiedad es importante mencionar que la unicidad
no hace alusién a la forma en la que se describe el lagrangiano: dos teorias cibicas en D = 5 son

equivalentes si la diferencia entre ellas es proporcional a la densidad de Euler en 6 dimensiones xg.

Simultdnea e independientemente, Myers y Robinson [29] estudiaron el mismo problema. En este
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trabajo proponen el lagrangiano descrito por

1 , :
Z5 =R, R TR ™+ T (21Rapea R*™“R — 120 Rgpca R, R + 144Rpcq R R™

+128R’R,°R," — 108RR,"R + 11R?) (5.19)

que, como mencionamos en el punto 4., resulta ser una combinacion lineal del lagrangiano de Oliva y

Ray, y la densidad de Euler en yg, a saber

24 1

A las propiedades enumeradas anteriormente, a partir del trabajo de Myers y Robinson podemos

agregar:
5. El lagrangiano (5.19) se puede extender a dimensién arbitraria D > 5 modificando adecuadamente
los coeficientes:

1
(2D - 3)(D —4)

Zp = RabcdRCdefRefab + (_12(D2 —5D + 5)RabcdRabceRde

D% — 4D 42
+uRRabcdRabcd +12(D — 2)(D — 3)Rapeg R*R"? (5.21)

2
D2—4D+6R3>

+8(D —1)(D - 3)RR, R, — 6(D — 2)2RR.'R,* + 5

Sin embargo, para D = 6 la accién
S = /dﬁx\/ngG
se anula.

6. Las ecuaciones de movimiento linealizadas para gravitones propagandose sobre AdSs son las mismas

ecuaciones que las generadas por GR, y en consecuencia, son de segundo orden.

En 2011, Dehghani et.al [30] construyen la teorfa cuasitopoldgica de grado cuatro en la curvatura,
obteniendo resultados similares a los ya expuestos.

Las teorias cuasitopoldgicas han permitido ampliar el espectro de teorias en el contexto de la co-
rrespondencia AdS/CFT. Propiedades hologréficas han sido estudiadas en [143H145], concluyendo que la
teoria conforme dual no puede ser sumersimétrica. Propiedades de superconductores hologréficos fueron
estudiadas en [146{H148]. Para soluciones que presentan interacciones entre teorfas cuasitopoldgicas y
campos de materia, ver referencias [149H154].

Tanto en [29] como en [30] se hace mencién a la posibilidad que las teorfas quasitopoldgicas existan
para un order de curvatura arbitrario. El articulo |3] nos muestra que, al menos para orden 5, esta

conjetura es efectiva.

5.3. Quintic Quasitopological Gravity

Para construir la teorfa cuasitopoldgica de orden 5 en la curvatura, utilizamos las mismas técnicas
ocupadas en las versiones cibica y cudrtica. Comenzando por el listado de los 85 invariantes que com-
ponen el término L5 de la familia de Lovelock [155], construimos una combinacién lineal arbitraria de
ellos, buscando las condiciones bajo las cuales las ecuaciones de movimiento (sobre variedades con si-
metria esférica) sean de segundo orden. Gracias a los trabajos [156] y |157], sabemos que para teorias

gravitatorias, sus ecuaciones de movimiento son equivalentes a las que resultan de evaluar directamente
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el lagrangiano sobre la métrica . De esta forma, obtenemos un sistema de 120 ecuaciones y 85
incégnitas, cuya solucién da origen a la Quintic Quasitopological Gravity. En |3] se muestran también
el resto de las propiedades que definen a las terfas cuasitopolédgicas: ecuaciones de segundo orden sobre
espaciotiempos esféricamente simétricos, ser una teoria libre de fantasmas sobre AdS, y ademas satisface
el Teorema de Birkhoff, es decir, la solucién méas general es estatica. Esta tultima propiedad es comun a
la teorfa de Lovelock [158-160], y a algunas extensiones [120H122}|161H163].

A diferencia de los casos cubico y cudrtico, para probar que la teoria no tiene fantasmas utilizaremos
las técnicas propuestas en [164], |[165]. En estas referencias, se estudian las ecuaciones de movimiento
linealizadas de cualquier teoria puramente gravitatoria, con densidad lagrangiana L, sobre espaciotiem-
pos maximalmente simétricos (en particular, sobre el espacio AdS). Para ello, los autores escriben la
estructura més general de las ecuaciones linealizadas:

1 _ - =
3 = le=2Ma(D=1)+ )+ 20+ TG, + (a+ 20+ 0)[5,, 0 = V.V, ]RF

—A(a(D —3) — 2b(D — 1) — ¢)g,,, R" = %wa (5.22)

con a, b, ¢, e parametros que dependen de la teoria que se desea estudiar, y donde los tensores de Einstein

y Ricci linealizados, junto con el escalar de Ricci linealizado toman la forma:

1_

GL, =R, — 5gRL — (D = 1)Ahy,, (5.23)
— 1— 1— —
L o _
R,, =VuVsh ) — §thw — ivuv,h + DAhy, — Ath, (5.24)
RE =V"V"h,, —Oh — (D — 1)Ah. (5.25)
Siendo R, o €l tensor de Riemann del espacio maximalmente simétrico, esto es,
Ruypo = 2Agu[0'gp]l/7 (526)
se define un nuevo tensor IA%WPU, dado por

R;u/po’ = R/,Ll/po' + 2aku[akp]1/ (527)

donde k,,, es un (0,2)-tensor simétrico, con traza x < D, que ademads satisface

Kok =k,

Esta “deformacién”del tensor de Riemann se utiliza también para modificar el tensor y el escalar de
Ricci, ]A%W y R.

La observacién clave es que los valores de a, b, c y e se pueden obtener tras evaluar el lagrangiano de
la teoria en este tensor de Riemann deformado R, -, puesto que ello conlleva a una expresion algebraica

genérica que dependerd de a y x, que en general tendra la forma

LA a,x) = LIA) + (2ex(x — 1)a +2x(x — D(a+bx(x — 1) + e(x —1))a® + O(a?), (5.28)
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de donde se pueden leer en forma tnica los valores de los parametros:

1 oL 1 0%L
- -z — I i 5.29
€ 2x(x — 1) 0|, _o’ “ x1—>1 dx(x —1) 9a?|,_,’ ( )
) 1 1 0L
c_igr%)xl(%(xl)aaza_o_a)’ (5:30)
1 1 9L )
b= —_— —a—c(y—1 5.31
x(x—1) <4x(x —1) da?|,_, o= (5:31)
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1 Introduction

The geometric classical description of the gravitational interaction naturally leads to Gen-
eral Relativity as the unique, diffeomorphism invariant theory with second order field equa-
tions in four dimensions. In spite of the successes the theory has had, the lack of a proper
quantum description of gravitational phenomena led to the exploration of alternative sce-
narios which have received vast attention during the last decades. If one requires some
level of predictability, such alternative scenarios might be restricted in some manner. As
before, requirements such as diffeomorphism invariance and second order field equations
are usually considered cornerstones in this process that naturally leads to Einstein-Hilbert
action in three and four dimensions and to Lovelock theories in arbitrary dimension D [1].
When formulated on asymptotically AdS spacetimes, using the tools of AdS/CFT corre-
spondence [2] one can treat these theories as gravity duals of some Conformal Field Theory
living at the boundary. As in the low energy limit of string theory, besides the Einstein-
Hilbert action for gravity, higher curvature corrections might appear in a perturbative
treatment, which can differ in general from those in the Lovelock family. Nevertheless one
can hope that some of the physics of these higher curvature corrections could be correctly
captured by their Lovelock counterpart. These kind of explorations led for example to un-
derstand that finite contributions from quadratic terms might induce violations of the n/s



KSS bound [3] (see [4] and [5]). Lovelock theories provide one with a setup where certain
control at a computational level can be attained. More precisely, in Lovelock theories one
can find exact analytic static black holes which provide for finite temperature duals with
interesting thermal properties and phase diagram structure. Within Lovelock family in
five dimensions, General Relativity is supplemented by a single quadratic term (which is
the dimensional continuation of the four-dimensional Euler density for Euclidean compact
manifolds without boundary) and besides Newton’s constant, the theory has an extra di-
mensionful coupling. In the context of the AdS;/CFTy correspondence departing from this
family would allow the dual CFT to be non-supersymmetric [6], at the cost of loosing some
of the analytic computational control. A natural question therefore arises: is it possible to
define a sensible gravity theory in five dimensions beyond the Einstein-Gauss-Bonnet the-
ory? The so-called quasi-topological gravities provide for such an example. In reference [7]
a new cubic gravity theory in five dimensions was introduced. The cubic combination reads

7 1
£3 — gRabcdRcebf Rdfae . RadeRcdbeRae . iRadeRacRbd
1 1 1 .
+ gRabRbcRca — iRR“bRba + ER5 , (1.1)

and can be singled out as the unique cubic combination in five dimensions whose traced field
equations lead to a second order constraint and that also has second order field equation on
general spherically (planar or hyperbolic) symmetric spacetimes [8].} It was also realized
in [7] that this theory belongs to a general family of Lagrangians of order k in the curvature,
that can be constructed in dimensions D = 2k — 1 for k£ > 3, and have the simple form

Zk 1 ( 1 ) 6a1b1~~~akbk (Ccldl L crdy o Rcldl . Rckdk)

= ok \ D _ 9k 41 ) “erdicrdy a1by agby a1by akby
apbr ~aiby ap—1bg—1
—Ckcalzn Ca2b2 ”'Cakbk . (1.2)

Here C g 1s the Weyl tensor and

a

(D—4)  [k(k—2)D(D —3) + k(k+1)(D — 3) + (D — 2k)(D — 2k — 1)
(D — 2k + 1) [(D—3)F1(D —2)F 1 2k~ —2(3— D)F1] ‘

Cl =

(1.3)
The Lagrangian (1.1) is obtained by setting D = 5 and k = 3 in (1.2) after expanding the
Weyl tensor in terms of Riemann tensor and its traces. It’s also interesting to note that
after expanding the Lagrangian (1.2) in the case k = 2, and then setting D = 3, leads to
the quadratic part of the New Massive Gravity Lagrangian [10].

The Ekzg expression in (1.2) allows to directly verify that the linearized field equations
around any conformally flat background ((A)dS in particular) are of second order. On the
other hand, the relative factor ¢j in (1.2) is such that on spacetimes that are conformal
to spherically (hyperbolic or planar) symmetric spacetimes, the higher derivative contri-
butions to the field equations coming from the variations of the Weyl tensors, cancel each
other. This is possible since for such family of spacetimes, all the component of the Weyl

'The quasi-topological combination found in [9] Z’, is related to L3 by the relation L3 = 52’ + &,
where & stands for the six-dimensional Euler that vanishes identically in five dimensions.



tensor C“bcd are proportional to a single function X [11], and therefore any scalar con-
structed as a complete contraction of k& Weyl tensors will be proportional to X* (see [12]
and [13] for related further developments). These results allow to construct a new theory,
quartic in the Riemann, in D = 7.

Motivated by broadening the family of four-dimensional CFTs with relatively sim-
ple gravity duals, in reference [14] the authors successfully look for a quartic theory with
second order field equations on spherical symmetry. Such theory was dubbed Quartic
Quasi-topological gravity and when supplemented with terms of lower order in the Rie-
mann tensor, leads to second order linearized field equations around AdS spacetime. A
property that is shared by its cubic counterpart. It’s important to notice that Quartic
Quasi-topological gravity in five dimensions does not belong to the family defined in equa-
tion (1.2), nevertheless on spherically symmetric spacetimes, the field equations are simple
and reduce to a generalized Wheeler-like polynomial equation for the lapse function [15]
(see also [16]). The authors of [14] also conjecture the existence of quasi-topological grav-
ities of arbitrarily high degree in the curvature. The purpose of the present paper is to
show that for Lagrangians that are quintic in the curvature, R?, this is indeed the case.

The paper is organized as follows: in section II we show that there is at least one
particular combination of quintic algebraic invariants in five dimension which leads to
second order field equations on spherically symmetric spacetimes. In section III we present
the quintic algebraic Wheeler’s polynomial that determines the black hole solutions of the
theory, we characterize the maximally symmetric solutions and show that for generic values
of the couplings, the asymptotic behavior of the solutions coincides with the one of GR.
Section IV is devoted to the proof of Birkhoff’s theorem in this setup which shows that for
generic values of the couplings of a non-homogeneous curvature combination, the theory
does not propagate s-waves in spite of being in general a higher derivative theory. Due
to the Abel-Rufini theorem the obtained Wheeler’s-like polynomial cannot be solved by
radicals, nevertheless, assuming the existence of an event horizon, we are able to compute
the temperature, entropy and mass of the black hole solutions in section V. Section VI
contains the proof that the theory is ghosts-free around AdS. In section VII we analyze
some particular cases of the values of the couplings that allow for an explicit solution of the
quintic polynomial and at the same time lead to interesting black hole solutions. Section
VIII contains further remarks and conclusions.

2 The theory

Here we consider the following gravity theory

R—2\
Ig.] = —gd® 2.1
(9] /\/ 9w | S+ 1.;—2 apLly| (2.1)
where L9 stands for the Gauss-Bonnet combination
Ly = R? — AR R + Rapeg R, (2.2)



the cubic L3 term is the cubic quasi-topological combination in (1.1) and £4 stands for the
quartic quasi-topological term that can be written as

L4 T080RP™ R,%“R,"," Ryvsw — 234RP"* R, " R, " Ryguny — 1237 (RP* Rpgps)”

T T3x 25 x 32
+ 1216 RPIR"**“ R}, Rauvg — 6912RPIR* R Rapys — TI52RPIR* R™ | Raugs
+ 308RPIR,, R**™ Rysqn + 298 R*RPI R s + 12864 RPIR* R," Ryysqq — 115R*

— 912RRP R" Rypqs + 4112RPIR "R * Ry — 4256 RRPIR ) Ry, + 1156R2RPqR,,q} : (2.3)
The new quintic quasi-topological combination is

L5 =ARRR'RSR + AsRRRR, R, ;7 + AsRR"R}'R, 'R, (2.4)
+ A4RSRRFR RS + AsR"RPRSR; R,/ + AR R/ RFR, R, S

+ ARSRRFR, R,/ + AsRSRR, SRR, + AgR,"R R, 'R ;' R, "

+ AR R R, R Ry + AnRRSRSR,R, "+ AR RS R, R TR, "
+ARORS R PR, R + AuRRIR, SRR "+ AisRARR, R TR, "

+ AgR," Radbc R, };ie Rm:fg Reghi + AR, Rdebc R, de Rhifg Raghi + Ais R, Rdfbc Racde Rhifg Reghi

+ AoR," Rdfbc Rahde Reifg chhi + AR, Rdfbc Rghde Reifg Rachi + Ay, RCdab Regcd RaiEf Rfjgh Rbhij

+ AspsR, "R, 7 RgiEf ijgh Rdhij +Ag3 R, Ragcd Rbief Rfjgh Rdhij +Agy R, ngcd RhiEf Rajgh Rbdij ,

where the (not illuminating at all) Ay coefficients, are defined in the appendix. The di-
mensionful couplings a; have mass dimension 5 — 2k.

The quasi-topological combinations seem to be very cumbersome but the field equa-
tions, on spherically symmetric spacetimes reduce to simple expressions.

Clearly, the quasi-topological gravities are defined up to the addition of the correspond-
ing Euler densities that in the cubic, quartic and quintic cases, identically vanish in five
dimensions. A different set of identities that can be used to provide a different expression
for these Lagrangians make use of the cubic and quartic Lovelock tensor g,(ﬁ,) and gfji).
These tensors identically vanish in dimension five and can be used to construct new scalar
identities by contracting them with symmetric curvature combinations, as well as with
curvature scalars. Beyond these trivial sources of non-uniqueness for the explicit form of
the quasi-topological Lagrangians, there is a more subtle one that leads to theories that are
intrinsically different. Since the quartic and quintic theories are defined by requiring second
order field equations on spherically symmetric spacetimes, a combination that identically
vanishes for this class of spacetimes can be added. The differences between the theories so
defined will become manifest only when they are explored beyond spherical symmetry. An
example of this is provided by the addition of a general combination of the independent,
complete contractions of k Weyl tensor T, (C’k), where T'r(,y stands for a particular way
of pairing the indices of the different Weyl tensors. When evaluated on spacetimes that
are conformal to spherically symmetric ones, the different traces T'r(,) turn out to be pro-
portional [11]. Therefore a combination of these traces, fixed by a single constraint, can be
added to the quasi-topological terms to provide new theories which on spherical symmetry
coincide (see the discussion above equation (88) in [7]). As mentioned in [8], since there are



only two possible cubic complete contractions of Weyl tensors, T'r(y) (03) and T'r (g (6’3),
cubic quasi-topological gravity is unique. Quartic quasi-topological gravity is also argued
to be unique in the original reference [14]. Whether or not the Quintic Quasi-topological
theory here presented is unique, goes beyond the scope of this work and it would require
at least to properly classify all the non-trivial, independent traces of the form 7', (05).
In ten dimensions, these are the terms that define the c-contributions of the conformal
anomaly (see e.g. [17] and [18]).

Hereafter we set 167G = 1.

3 Static solutions

Wheeler’s polynomial for a static metric of the form

dr?

2 _ r 2
ds® = —f (r) dt 2

+r2ds2, (3.1)
with f (r) = g (r), reads
as aq as

(F=2 5= =" G20 =2 5-12(f =1 a2 +6* (f =) +r'A = —p. (3.2)
Where d3,, denotes the line element of a Euclidean, three-dimensional manifold of normal-
ized constant curvature v = £1 or 0, and u is an integration constant, that will determine
the mass of the solution. This is a quintic algebraic equation that due to Abel-Rufini
theorem, cannot be solved in general by radicals. We will show in the next section that for
generic values of the couplings the condition f () = ¢ (r) is actually an output of the field

equations and not a restriction put by hand.
Let’s assume that the maximally symmetric solution has a dressed constant curvature

Rv, = % (st — az%) (3.3)

whose metric can be represented by setting

F)=glr) =5+, (3.4)

on the metric (3.1). The dressed curvature is fixed by the following polynomial
PN = a5\’ + 6as\ — 72a3\3 + 2592a90% 4+ 7776 (A — A) = 0. (3.5)

As usual, depending on the values of the couplings (as, a4, as, az, A) one can have from one
to five different vacua, and one can identify the G.R. branch, as the one for which A — A
as a9, as, aq and as go to zero.

It’s possible to show that for generic values of the couplings, the asymptotic behavior
allowed by Wheeler’s polynomial (3.2), coincides with that of General Relativity. In fact
assuming

) =g() =5 +7+5 (), (3.6



with j (r) having a Laurent expansion at infinity that does not modify the leading term of
the metric, i.e.

j(r):clr+co+c72+%+o(7“_3) , (3.7)

one can expand (3.2) at infinity and solve it order by order. This leads to the following set
of conditions

dP [\
P A 4 = —_— 3 = .
Nri=0,  a—=r" =0, (3.8)
where P [)] is defined in (3.5). Once P [)] is solved, which fixes the value of the dressed

cosmological constant A, requiring at the same time dl;—/[\)‘] to vanish, would imply a relation
between the couplings, therefore for generic values of the latter, (3.8) imply that ¢; has
to vanish. Considering this on the next relevant order of the asymptotic expansion of

Wheeler’s polynomial one obtains

L2 _ o, (3.9)

€o

which again implies that generically ¢ = 0. Then one obtains cy dg)[\’\]r = 0, which forces

to set co = 0, and finally one obtains

dP [\
0360[\] + 12961 = 0. (3.10)

As mentioned before, this implies that the asymptotic behavior of the full solution matches
the one of General Relativity since

f) =g =22y P 1

S (P (3.11)
dP[\] 12
6 12060 7

This shows that on spherically symmetric spacetimes, the only way of relaxing the asymp-
totic conditions of quasi-topological gravity (with respect to those of G.R.), would be to
consider the critical cases in which the polynomial P [A] has roots with multiplicity larger
than one. In section VI we consider some particular regions of the space of couplings that
allow for relaxed asymptotic behavior.

4 Birkhoff’s theorem

It’s well known that the field equations of a gravitational theory on spherically symmet-
ric spacetimes, are correctly reproduced from the variation of a reduced action [19, 20],
obtained from the evaluation of the Lagrangian on the metric

dr?
ds® = —a (t,r) b (t,r) dt* + 2f (t,7) b (t,r) dtdr + % +r7dY2 (4.1)
a(t,r
where d¥,, denotes the line element of a Euclidean three-dimensional manifold of constant
curvature v = £1 or 0. Evaluating the action (2.1) on (4.1) one obtains a reduced action
which is a functional of I [a, b, f]. It’s convenient to introduce h (¢,r) such that

a(t,ry=~v+h(tr). (4.2)



The variation of the reduced action with respect to a, b and f, and a posteriori gauge fixing
f =0, respectively lead to the field equations

0= (—24r6h(t, r)ag — 6h(t,r)?rtaz — 4h(t,r)3r%ay + 5h(t, ) as + 6r8) (%g;’ ) (4.3)
0 = h(t,r)’rBas — h(t,r)r3aq — 2h(t,r)3r tag — 12h(t,7)*ray

+ 1A+ 6r3h(t, ) + p(t)r (4.4)
0 = (—24r°h(t, r)as — 6h(t,7)*r az — 4h(t,7)*r*as + 5h(t,7) as + 6°) 6ng;‘;7‘) (4.5)

The function f (¢,7) appears as a Lagrange multiplier on the reduced action and provides
one with the (¢,7) component of the field equations. Here p (¢) is an integration function.
For generic values of the couplings, provided (4.4) is fulfilled, one can show that the pre-
factors of the derivatives in equations (4.3) and (4.5) are non-vanishing and therefore
b(t,r) = b(t) and %@L = 0. The latter implies u (t) = p. As usual the function b (¢) can
be absorbed by a time reparametrization. This proves the Birkhoff’s theorem for the non-
homogenous combination, i.e., for generic values of the couplings, the spherically (planar or
hyperbolic) symmetric solution is static and is determined by a quintic polynomial equation.
These results are analogous to the Birkhoff’s theorem in Lovelock gravity (see [21] and [22]).
It would be interesting to explore whether the generalized Birkhoff’s theorem of Chern-
Simons [23] and Lovelock theory [24-33] can be extended for the quasi-topological theories,

for general horizon geometries.

5 Black hole thermodynamics

Assuming that there is a non-degenerate horizon, that is, assuming that the polynomial
equation (3.2) has a solution f(r) with a single zero located at r = rp, we now analyze
the thermodynamical properties of the solution through the Euclidean method, where the
Euclidean time 7 is imaginary, periodic of period 5 and it is related to the temperature
via 8 = T~'. The Euclidean action Iy, is related with the free energy F by

Lo = BF = B(M ~T8), (5.1)

where M is the mass and & is the entropy. On the other hand, in order to display the
boundary term B that will ensure the finiteness of the Euclidean action, it is enough to
consider the following class of Euclidean metric

dr?

f(r)

With the Euclidean time 7 € [0, 5], the radial coordinate r € [rp, o0 and Vol(¥,)
standing for the volume of the three-dimensional Euclidean manifold Y., the reduced action

ds* = N2(r)f(r)dr® + + r2d22/ .

principle reads

T = BVOI(S,) / N(YH(r) dr + B, (5.2)



where the reduced Hamiltonian is given by

24— (5(f ~N'as  2(f —Pas 3(f —)as

—12(f —y)az + 3r2) f

2r6 4 r?
4 3
A AN D gy ) sone (59)

The boundary term is determined requiring that the reduced action (5.2) has an ex-
tremum, that is, 0 [, = 0 within the class of fields considered here [34]. This last condition
implies that

5(f=)%as  2(f —v)%as 3(f —)%as
2r6 rd r2

§B=-3 Vol(E,y)N< —12(f — v)az +3r2> of

where the variation is taken between the horizon and infinity.
Varying the reduced action with respect to the fields N and f gives the following
equations:

H(r)=0 (5.4a)

(_5(f ;Tz>4a5 ) _TZ)S)M 43U = g>2a3 F12(f — y)as — 37«2) N'(r)=0 (5.4b)

From the first equation we recover (3.2). In the second equation, since the couplings
as,as, ay, as are generic, one must have N'(r) = 0, and then, without loss of generality, we
can set N(r) = 1.

The temperature is fixed requiring regularity of the metric at the horizon yielding in
this case to

Bf/ (r>|7‘h =dm,

and using (3.2) we have

1 (—3a575 — 2a4yr? + 2a373r} + 6978 — 2Ar,1l0> (5.5)

" 21 Sasy* + 4asy3r? — 6azy?ri + 24asyrl + 6rh

Now we are in position to compute the boundary term B = B(oco) — B(ry). At the

horizon we have f(rp) =0 and 0 f|,, = —f'(rp) drp. In this situation the variation reads
5vtas  2v3as 37%as
5B‘Th =4n Vol(¥,) < 5,8 ) + 12vag + 32 ) rp,
h h h

which can be trivially integrated as

2mvtas  8mylas  127y%as

B(ry) = VOZ(Z’Y) ( o 373 r2
h h h

+ 48myaqry, + 471'7“2) . (5.6)

On the other hand, we can use again (3.2) to see that the variation at infinity is simply

_ BVol(X,)

§B|_ 5

op,



so that the contribution at the infinity is given by

BVol(%
B(x) = 2(W)N
Vol(X 5 4 2
_ PVl) (705 2Cas 100 gy a0 62 ). (5)
2 Ty Ty Th

Finally, the comparison between the boundary term B and (5.1), allows us to identify
the entropy and the mass of the system as

1272 8my? 2myt
S =Vol(2,) <47rr,% + 48myaqgry, + W;/ @ WYSM - 7r75 a5> : (5.8)
T 3ry Ty
Vol(X 2 4 2
M=22 (%) (v 25 L7 24 - 733 + 12+%ay + 6vyri — Arf (5.9)
2 Ty T T,

It’s now trivial to show that the first law dM = T'dS is fulfilled.

As a final comment, we want to stress that the expression for the mass (5.9) coincides
with the one obtained through the quasilocal generalization of the ADT formalism [35-39]
as presented in refs. [40, 41].

6 No-ghosts on AdS

Linearizing fourth-order gravity theories around maximally symmetric backgrounds in gen-
eral leads to ghost degrees of freedom. Some exceptions that non-trivially avoid this prob-
lem are New Massive Gravity as well as quasi-topological gravities. The former exploits
the fact that General Relativity does not propagate local bulk degrees of freedom in 2 + 1-
dimensions, and the linearized equations around flat space lead to the massive Fierz-Pauli
equation [10]. The mechanism that exorcizes the ghost on AdS in quasi-topological gravities
is different. It was shown in [9] and [14] that around maximally symmetric backgrounds,
cubic and quartic quasi-topological gravities lead to the same propagator than G.R. with
an effective Newton’s constant that depends on the values of the couplings. Requiring the
positivity of this effective gravity coupling provides an important restriction on the values
that the couplings can take. Now we focus on the linearization of Quintic Quasi-topological
gravity, given by the action (2.1), around a maximally symmetric solution with a dressed
curvature A/6, restricted by the polynomial P[] = 0 in (3.5).

Recently, the authors of [42] and [43] introduced a simple method for linearizing higher-
derivative theories around maximally symmetric backgrounds. Their method relies on the
evaluation of the Lagrangian on a deformed curvature that depends on two auxiliary pa-
rameters. Considering derivatives of the effective action with respect to the mentioned
parameters, one can obtain the linearized field equations. The potentially dangerous terms
contain second derivatives of the linearized Einstein tensor as well as of the linearized Ricci
scalar. Such terms will be present for generic combinations of the curvature invariants.
Nevertheless, for Quintic Quasi-topological gravity (2.1) one has that the linearized equa-



tions around a constant curvature background of dressed curvature \/6 fixed by (3.5), read?

dP [N
d\ G,uy 0, (6 )
that implies
1 2 1 1 )
5 ( + 3(12)\ 36a3)\ + 3246L4)\ + 7776&5)\ )G/w 0, (6.2)

where the linearized Einstein tensor is defined by
_ _ 1- 1- -
L o _
G, =V Veh W)~ §th — ivuvyh +5Ahy, — Ahg,

- %g,w (?“Whaﬁ _Oh - 4Ah> — 4Ahy .

The first term in the parenthesis of (6.2) comes from the Einstein-Hilbert term. The
positivity of this effective Newton’s constant has to be used to restrict the values of the
couplings.

Note also that if we linearize around a maximally symmetric background that has a
curvature that is a root of P [A] = 0 with multiplicity greater or equal to 2, the linearized
field equations would identically vanish. This feature is also well known in Lovelock theories
when vacua coincide (see e.g. [44]).

7 Simple solutions for special values of the couplings

7.1 Quasi-topological gravity with a unique vacuum

As in Lovelock theory, one can see that if the couplings are such that all the roots of
the polynomial P [A] in (3.5) coincide, Wheeler’s polynomial can be solved in a simple
manner [45, 46]. For quasi-topological gravity, such degenerate case is obtained by setting
the coefficients as

6 2 4 6 68
A=—pg 2=, a3 =—6", ay = 61", a5 = 1", (7.1)

where [ is an arbitrary length scale. In this case the metric can be found explicitly and

yields

ds? = — ﬁ + oy — %) di? + r + r2dx? (7.2)
12 ,y /‘I’ 2 v :

=ty =t

where p is an integration constant. This spacetime is asymptotically locally (A)dS, which
can be seen from the asymptotic form of the Riemann tensor at infinity

1
pyo Lo v —4/5
R, 5 = — 5504 4+ ph50 (7)., (7.3)

where pgg is a tensor that has constant entries on the coordinates used for the line ele-
ment (7.2).

*Note that for simplicity, we have scaled the curvature of the background w.r.t. that of [42] as A — \/6.
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Note also that the solution (7.2) can be obtained as a kind of dimensional continuation
of the black hole solution of Lovelock theory with a unique vacuum. Indeed in such case
the lapse function reads

r? 1
f(T):l*Q‘F’Y—W? (7.4)
where D is the spacetime dimension and k is the maximum power in the curvature that
appears in the Lagrangian. Lovelock gravity of order k contributes to the field equations
provided k < [%], where [] stands for the integer part. Nevertheless, continuing the
solution (7.4) to D =5 and k = 5, correctly reproduces the line element (7.2). For cubic

quasi-topological gravity, this property was already pointed out in [7].

7.2 Pure quasi-topological gravity

Another simple explicit solution arises when considering the quintic term plus a cosmologi-
cal term in the action. In analogy to what happens with Lovelock gravity, we call this case
the pure quasi-topological case. In the context of Lovelock theory, this case has received
attention since it’s the simplest case that admits a unique constant curvature solution that
also propagates a graviton [47-49]. The theory therefore reads

IPQG = /\/—gdSJJ [—QA + CL5£5} , (7.5)

and the black holes solution reduces to

1/5
A 4 6 d 2
ds> = — [ v — (Art+p) r? dt* + - +r2dx?.  (7.6)
as N ((Ar4+u)r6 ) 1/5 v

as

It’s interesting enough to note that even in the absence of an Einstein-Hilbert term, the
asymptotic behavior of the lapse function emulates that of GR, since at infinity

1/5 .
f(r):—(A> Pyt o). (7.7)

The limit A — 0 can be taken in this solution which provides an asymptotically locally flat
black hole only for the hyperbolic case v = —1.

8 Conclusions and final remarks

We have presented a new quasi-topological theory in five dimensions, that is quintic in the
Riemann tensor. The theory is ghost-free around AdS and the linearized equations around a
constant curvature background reduce to the linearized Einstein equations with an effective
Newton’s constant. The theory is defined by five, dimensionful coupling constants, and the
positivity of the effective Newton’s constant of the fluctuations on AdS has to be imposed
as a restriction on the space of couplings. The theory also admits black hole solutions
which can be integrated exactly up to the solution of a quintic algebraic equation, that
due to Abel-Rufini theorem, cannot be solved in terms of radicals. Requiring the existence

— 11 —



of an event horizon, we have been able to compute the temperature, mass and entropy of
the black hole solutions. These black holes provide for finite temperature duals of a CFT
living at the boundary of AdS spacetime.

It would be interesting to construct R° quasi-topological gravities in arbitrary dimen-
sions. From what we have learned from the cubic [7] and quartic cases [14], it is natural
to conjecture that this theory might exist for all dimensions lower than ten, and from
dimension 11 it might reduce to Lovelock theory plus a combination of invariants whose
contribution cancels when evaluated on spherically symmetric spacetimes.

Cubic and quartic quasi-topological gravities have been explored in many different di-
rections. Holographic and unitarity studies including n/s and central charges of the dual
CFTs were done in [50-52]. The properties of holographic superconductors were explored
in [563-55]. Exact solution containing matter fields were constructed in [56-60] including
also scalars conformally coupled to the quasi-topological densities [61]. The thermodynam-
ics in the extended phase space for these theories was studied in [62] and [63]. It would be
interesting to see if the results found in those references is affected by the presence of the
quintic quasi-topological term, or whether the results are generic for this family of theories.

As mentioned above, besides the clear structure provided by the family of theories
introduced in [7], of order k in dimension D = 2k — 1, the general form of quasi-topological
gravities of arbitrary high order in five dimensions, is not clear. For the quartic case for
example, one might be tempted to consider combinations of the invariants:

__ sai...ag ~vb1bo b7bs __ sai...a8 pbiba b3by b7bs
By —561.__1)80 alaz...C’ anags By _5b1...b8R alazC a3a4...C’ anags
_ gaj...ag pbibs b3by bsbg b7bg _ gaj...ag pbibo b3by bsbg b7bsg
B3 - 5b1...bg R a1a2R a3a4C asasc arag’ B4 - 6b1...bg R a1a2R a3a4R asaac arag
__ gaj...ag pbibs b3 by bsbg b7bg
Bs = 5b1...b8 R a1a2R a3a4R asaﬁR arag *

Substituting the Weyl tensor in terms of the Riemann tensor and its traces, one can see
that the combination

1 5
B= R ;&-Bi , (8.1)

is well behaved for a general metric in D = 5 if and only if

§3 = —68 — 3¢,

54 = 2651 + 1552 )

& = —21& — 136
Then, in order to remove the higher derivative contributions to the field equations one
would have to engineer additional terms that on spherical symmetry contribute as those in

the combinations that appear in 5. Besides the independent terms 77, (C’4), one might
also consider RT'r(y) (03) and RT'r (o) (03).
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A Coefficients of the quintic quasi-topological gravity

To find the Quintic Quasi-topological combination, we have considered a general linear
combination all the 85, quintic, curvature invariants that appear in the expansion of the
ten-dimensional Euler density reported in equation (7) of reference [64]. We evaluated such
general combination on a spherically (hyperbolic or planar) symmetric spacetime and then
we required the field equations coming from this reduced Lagrangian to be of second order.
This provides a system of equations for the coefficients of the linear combination, which has
the coefficients given below as a simple, possible solution. Since we are interested in the
properties of the theory on a spherically symmetric background, it’s enough to evaluate the
Lagrangian on the metric ansatz (3.1) (or (4.1) to include time dependence) [19, 20]. The
coefficients that define the new Quintic Quasi-topological gravity in equation (2.4) are:

L 9497 A 759299 A 124967 759299
L 177673207 27 771069280’ 37 5922440’ 17 93689760
L LoT7el 4 1362599 A _ 5006573 9290347
5 7 11844880’ 6~ 93689760 T T 11844880’ 8 T 71069280
4, _ 3400579 A _ 6726521 363777 6348187
97 11844880’ 107 771844880 M T 23689760 127 47379520
9487667 6454201 34697591 5643853
A3 = ooy A= —ooann A=~ oaara 16 = ~5rzonan’
71069280 8883660 142138560 71069280
29094011 48458099 1547591 78763919
Al? = T Al Acnaon’ A18 = T AT Acnaon A19 = S monE P/ B ——)
71069280 71069280 740305 71069280
10718341 9629717 1113473 16111757
An =——r o, Apn=———-"—"° Ay = o —- 24 = T Tooannt
17767320 17767320 17767320 17767320
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Capitulo 6

Conclusion

A lo largo de estas paginas hemos presentado distintas aplicaciones de la correspondencia AdS/CFT
[4]. Esta equivalencia nos entrega una nueva forma de entender la relacién entre la gravedad y la cudntica,
mirandolas a escalas distintas, de modo tal que las teorias cudnticas viven en la frontera de su teoria
gravitatoria equivalente.

La idea de esta relacion entre gravedad y cudntica se extendié rapidamente a campos de la Fisica
experimental, como por ejemplo la Fisica de Materia Condensada. Un pardmetro muy importante en
estas teorias cuanticas es la temperatura. Hemos visto en el capitulo 2 que existen algunos materiales
que a bajas temperaturas exhiben un cambio de sus propiedades conductoras, dando origen a lo que
llamamos superconductividad. Es entonces imprescindible, siguiendo el espiritu de la correspondencia,
que la teoria de gravedad equivalente pueda ser analizada en términos de la temperatura, para poder
leer correctamente en un lado la informacién proveniente del otro. Bajo esta mirada, los agujeros negros
adquieren un valor agregado respecto de otro tipo de soluciones de las ecuaciones de Einstein, ya que
gracias a los trabajos de Bardeen, Bekenstein, Carter y Hawking [5H8] , sabemos que se comportan
como sistemas termodindmicos, con una temperatura ( Temperatura de Hawking), entropia (Entropia de
Bekenstein-Hawking) y pardmetros termodindmicos que los caracterizan (Conjetura de no-pelo).

En el capitulo 3 se presentan las ideas fundamentales que estdn detrds del articulo [1], en el que
consideramos la Relatividad General en cuatro dimensiones sobre un horizonte plano, interactuando con
una fuente particular de materia, la cual consiste en una parte electromagnética, un campo escalar no
minimamente acoplado a la curvatura, y dos campos axiénicos que estan distribuidos sobre las coor-
denadas espaciales. Son varias las aristas que motivaron el estudio de este tipo de teorias. Primero, el
agujero negro de Reissner-Nordstrom tiene una conductividad perfecta, en el sentido que opc = +00.
Sin embargo, si bien sobre horizontes planos no se conoce una solucién donde la gravedad de Einstein
interactia unicamente con una fuente electromagnética, si se conocen soluciones con conductividad ho-
logréfica finita, a partir de teorias que involucran un campo electromagnético y campos axiénicos como
fuentes de materia adicional. |15]. La conductividad termoeléctrica se puede obtener evaluando ciertas
expresiones genéricas en el horizonte de eventos del agujero negro [31,/32]. Finalmente, en [14] se cons-
truye una extensién particular, en la que se considera un campo escalar acoplado conformemente a la
curvatura escalar.

En el andlisis de las ecuaciones de movimiento de [1], hemos obtenido dos clases de soluciones de
agujero negro distintas. Una de ellas tiene la particularidad que el rango de valores permitidos para
el parametro no minimal £ es discreto, y ademés es extremal, en el sentido que la Temperatura de
Hawking es idénticamente cero. La otra es una extensién de la solucién encontrada en [14]. Logramos
visualizar el rol que juega el parametro &, tanto en la termodindmica como en la conductividad de nuestras

soluciones. Sobre este tultimo punto, cabe mencionar que nuestros resultados amiten la posibilidad de
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imitar comportamientos de conductores perfectos, en el sentido que o pc = +00. La conductividad de la
solucion extremal sigue un patrén similar al Efecto Hall. Serfa interesante extender los resutados de este
articulo para corroborar si nuestra teoria imita el comportamiento de un superconductor, en el sentido
que modele un diamagneto perfecto, siguiendo las ideas del Efecto Meissner [71].

En el capitulo 4 presentamos las ideas centrales de lo que, a posteriori, se puede entender como la
realizacién de la correspondencia AdS/CFT en D = 3 dimensiones. Estas ideas son la base de lo que
se trabaja en el articulo [2]. Como vimos, Cardy mostré que la entropia de una teoria conforme, cuyas
simetrias estén descritas por el dlgebra de Virasoro, puede ser calculada sélo con conocer el valor de su
carga central c. Por otro lado, Brown y Henneaux mostraron que, bajo ciertas condiciones de frontera
las simetrias asintéticas de AdSs forman un dlgebra de Lie isomorfa a dos copias del dlgebra de
Witt, y que el algebra de Poisson de las cargas globales asociadas corresponde a una extension central
particular . Posteriormente, se descubre la solucién BTZ, la cual es asintéticamente AdSs, y por
tanto el algebra de Poisson sus cargas globales forman dos copias del dlgebra de Virasoro, con la carga
central de Brown y Henneaux. El circulo se cierra cuando Strominger logra empalmar la entropia de
Cardy con la entropia de Bekenstein-Hawking para esta solucion.

A pesar que las ideas de la correspondencia holografica sirvieron para extender la férmula de Cardy
a diversos escenarios, existen soluciones donde ésta no reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking. En
particular, la solucién con pelo estudiada en [25,26], donde se observa que la férmula de Cardy puede ser
reescrita considerando el estado fundamental (estado de menor energia) en lugar de usar la carga central.
Bajo esta mirada, usar la carga central de Brown y Henneaux esté asociado a la realizacién de AdS3 como
estado fundamental del agujero negro BTZ. En este trabajo se construye una solucién de tipo soliton,
que comparte con AdSs tres caracterisitcas fundamentales: es una solucién suave, regular y desprovista
de constantes de integracién, por lo que se propone como estado fundamental de la solucién con pelo,
para jugar el rol andlogo a AdS3 respecto de BTZ. Usando la energia asociada a esta solucién soliténica
como estado fundamental, los autores reproducen correctamente la formulacion de Cardy. Siguiendo
esta idea, en [2] extendimos esta propuesta, a través de una formulacién a la Cardy para agujeros negros
sobre horizontes planos, que estén descritos termodinamicamente por su masa, carga eléctrica y momento
angular, cuya entropia se relacione con la temperatura a través de una ley de potencias, y cuya solucién
soliténica asociada cumpla con las tres propiedades descritas anteriormente. Para la construccién de las
respectivas soluciones soliténicas usamos la Doble Rotacién de Wick [85] (doble continuacién analitica),
pero sabemos que ésta no siempre se puede aplicar. Por ejemplo, existen soluciones en 5 dimensiones
cuyas variedades de base son no tradicionales [89,/166]. Seria interesante deducir una formulacién general
de la entropia en términos de una solucién que actie como estado fundamental, y que incluya otro tipo
de cargas asociadas, como por ejemplo, las cargas axiénicas que mencionamos en [1}{14].

Otra arista con la que se puede avanzar en esta investigacion tiene relacién con las férmulas de Smarr
[167]. La férmula de Smarr expresa la masa de un sistema en términos de las otras cargas conservadas y
cantidades termodindmicas. En todos los casos estudiados en [2], las soluciones siguen una ley de Smarr
dada por

M=% 15,05
de + 2
pero sabemos de generalizaciones donde se considera la masa del agujero negro como la entalpia del
espaciotiempo, y a la constante cosmoldgica como una variable termodinamica asociada a la presion
[168H172]. Siguiendo lo anterior, seria interesante estudiar el efecto que tiene la consideracién de la
constante cosmoldgica como una variable termodindmica en nuestra férmula tipo Cardy.

Finalmente, en el capitulo 5 presentamos una nueva teorfa gravitatoria [3] que pertenece a una

clase llamada teorias cuasitopoldgicas, introducidas inialmente en [28]. Esta clase de teorias difiere de la

familia de Lovelock pues por un lado restringe la métrica de base a aquellas con simetria esférica, plana
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o hiperbdlica, pero a su vez, admite extensiones gravitatorias de 6rdenes superiores a los de la familia
de Lovelock. A pesar de estas diferencias, comparten muchas propiedades: estaticidad de la solucién més
general, son teorias libres de fantasmas y admiten soluciones de agujero negro asintéticamente AdS.
Las teorias cuasitopolégicas son recientes en la literatura, y eso nos permite generar muchas preguntas.
Por ahora, que las teorfas cuasitopoldgicas existan para érdenes arbitrarios de la curvatura es sélo una
conjetura, y una demostracién formal de la conjetura seria una tarea interesante. Pero ademds, ;existe
alguna forma de entender los coeficientes que acompanan a los distintos invariantes en estas teorias?. La
teoria cubica provee de una féormula cerrada para los coeficientes en términos del tensor de Weyl ,
pero ésta no funciona bien para los casos de orden cuatro o cinco. Este problema dista mucho de ser trivial,
porque sabemos que podemos acoplar el término L5 de la familia de Lovelock sin alterar las ecuaciones
de movimiento. Pero ademas, pueden existir combinaciones particulares que se anulan precisamente en
los casos de simetria esférica, plana o hiperbdlica. Por lo tanto, ademads del término L5 de la familia de
Lovelock, cualquier multiplo de estas combinaciones particulares podrian ser agregados linealmente sin
afectar la solucién. En el caso particular de [3], serfa interesante, por ejemplo, construir extensiones de
esta teoria acoplada con fuentes de materia, asi como también estudiar aplicaciones hologréficas de esta

teoria.
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