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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis estudiamos soluciones de agujeros negros y sus caracteŕısticas, parti-

cularmente la entroṕıa de agujeros negros que tienen un comportamiento asintótico no

estandar [1, 2]. Para esto, fundamental ha sido el estudio de una rama de f́ısica con no-

tables aplicaciones de matemática avanzada: Termodinámica. La Termodinámica es una

herramienta anaĺıtica, teórica y práctica que interpreta fenómenos naturales desde el pun-

to de vista de las relaciones de materia y enerǵıa. Ésta, estudia el intercambio de enerǵıa

en sus diversas formas, las propiedades de la materia y el uso racional de la enerǵıa. Su

objetivo es, a partir de unos cuantos postulados (leyes de la termodinámica), obtener re-

laciones entre propiedades macroscópicas de la materia, cuando ésta se somete a toda una

variedad de procesos. Aqúı, la necesidad de contar con una propiedad de estado del sistema

que permita medir el grado de irreversibilidad que tiene un proceso y otras caracteŕısticas

relacionadas con el segundo principio de la termodinámica obligó a definir una serie de

funciones diseñadas para tal fin. La primera de ellas fue la entroṕıa. Podemos decir que

esta es el grado de desorden y de caos que existe en la naturaleza. La importancia de la

entroṕıa reside en su propio papel en la descripción de los procesos termodinámicos reales

y en el papel que juega formando parte de otras propiedades derivadas de la entroṕıa como

la enerǵıa libre, que permiten caracterizar a los sistemas reales en forma mas completa y

descriptiva [3].

En el año 1973, los f́ısicos J. Bardeen, B. Carter y S. Hawking, postularon cuatro leyes

que gobiernan el comportamiento de los agujeros negros [4] y que tienen una sorprenden-

te coincidencia con las cuatro leyes de la termodinámica de la f́ısica clásica. Aqúı, por

supuesto la entroṕıa de agujeros negros juega un papel fundamental. Intuitivamente, un

agujero negro podemos definirlo como una región finita del espacio-tiempo, envuelta en

otra región llamada horizonte de eventos, la cual genera un campo gravitatorio tal que
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nada, ni siquiera la luz, puede escapar. Estos objetos, en un comienzo, nacen a partir de

soluciones a las ecuaciones de campo de Relatividad General (Ecuaciones de Einstein).

La teoŕıa de la Relatividad General [5–7] fue propuesta por Albert Einstein en 1915, en

ella se postula, a diferencia de las teoŕıas cient́ıficas ya existentes, que debemos abandonar

la idea de que el tiempo es absoluto, debemos aceptar que el tiempo no está completamente

separado del espacio, ni es independiente de éste, sino que se combina con él para formar

una entidad llamada espacio-tiempo [8], en éste, cualquier suceso, es decir, cualquier cosa

que ocurra en un punto particular del espacio y en un instante particular del tiempo puede

ser especificado mediante cuatro números o coordenadas. Entre los pilares fundamentales

de esta teoŕıa se encuentra su principio de equivalencia, el cual podemos enunciarlo de la

siguiente manera: en regiones suficientemente pequeñas del espacio, es imposible afirmar

si estamos en reposo en un campo gravitatorio o uniformemente acelerados en el espacio

vaćıo [8]. Einstein utilizó este principio de equivalencia para crear su nueva teoŕıa de la

Relatividad General. La teoŕıa de la relatividad considera la gravedad como manifestación

de la curvatura de esta variedad espacio-tiempo, es decir, está asociada a un concepto

puramente geométrico [9]. Sabemos que la fuente de esta curvartura es la materia de la

cual tenemos una descripción tensorial, el tensor de enerǵıa-momento Tµν . Además, esta

curvatura del espacio es descrita a través del tensor de Einstein, denotado por Gµν . La

manera en que la materia interacciona con el espacio-tiempo esta dada por las ecuaciones

de Einstein, Gµν = κTµν , en las cuales podemos observar que el espacio dice como se

mueve la materia y la materia dice como se curva el espacio. Las ecuaciones de Einstein

forman un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales no-lineales acopladas de segun-

do orden, y dada la libertad de elección de las cuatro coordenadas espaciotemporales, las

ecuaciones independientes se reducen a seis. Un año después de la publicación de Einstein,

el f́ısico alemán Karl Schwarzschild encontró una solución estática, en el vaćıo consideran-

do simetŕıa esférica, pese a que Einstein créıa que no se encontraŕıan soluciones, o en su

defecto tardaŕıan muchos años, dada la complejidad de estas. Desde ese momento decenas

de soluciones de agujero negro se han encontrado: con carga electromagnética, rotantes,

entre otras.

En los años donde la teoŕıa de los agujeros negros estaba en pleno auge, principios de

los 70, Jacob Bekenstein comenzó a preguntarse por ellos desde un punto de vista ter-

modinámico. Si consideramos que todo lo que cae dentro de uno desaparece y no puede

volver a salir ¿Qué ocurre con la entroṕıa? ¿Podŕıamos reducir la entroṕıa del universo

lanzando cosas entrópicas al interior de un agujero negro? Esto iŕıa en contra de las leyes

de la termodinámica. Bekestein decidió suponer que el área de un agujero negro era, de
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hecho, una medida de su entroṕıa, y dado que cuando lanzamos cosas a un agujero negro

aumentamos su masa y su área, aumentamos su entroṕıa. Aśı la termodinámica quedaba

a salvo. Además supuso que esta relación entre la entroṕıa de un agujero negro y el área

de este deb́ıa involucrar a las constantes fundamentales de la naturaleza: la entroṕıa de

Bekenstein seŕıa proporcional al área del agujero negro dividido en el área de Planck, lo

que involucraŕıa, para el caso estático, cuatro constantes fundamentales: la velocidad de

la luz, la constante de Boltzmann, la constante de gravitación universal y la constante de

Planck [10]. Aśı esta ecuación, era la primera en su tipo: teńıa elementos de relatividad,

termodinámica, gravitación y mecánica cuántica, todo a la vez.

El postulado de la leyes de la termodinámica [4] era reciente. A partir de esto Hawking

expuso que si un agujero negro teńıa enerǵıa y entroṕıa, entonces necesariamente deb́ıa

tener asociada una temperatura, lo que contraargumentaba el pensamiento de Bekenstein.

Esto llevaba a un problema escencial, ya que no se puede asociar una temperatura real a un

objeto cuya principal caracteŕıstica es no dejar escapar nada del interior de su horizonte.

Considerando esta propiedad de los agujeros negros, su temperatura deb́ıa ser el cero ab-

soluto. Tal era la situación, hasta que una conexión más profunda fue descubierta al entrar

en escena la mecánica cuántica. En el año 1975, Steven Hawking postuló que si se toman

en cuenta ciertos efectos cuánticos sobre un agujero negro, éste emite radiación [11]. Este

inesperado resultado está relacionado al concepto de vaćıo cuántico, el cual se apoya en

el principio de incertidumbre de Heisenberg para exponer que existen particulas virtuales

que son afectadas por efectos gravitatorios sobre este vaćıo cuántico, causando aśı esta

radiación. Más aún, postuló una expresión expĺıcita para la temperatura de los agujeros

negros, en la cual intevienen constantes relacionadas tanto a relatividad como a mecánica

cuántica y se puede observar que esta temperatura es inversamente proporcional a la ma-

sa. Basándose en la primera ley de la termodinámica y su fórmula para la temperatura,

Hawking encontró una expresión para la entroṕıa, esta es un cuarto del área del agujero

negro (Entroṕıa de Bekenstein-Hawking). Esto vino a apoyar el postulado de Bekenstein

sobre la entroṕıa, y de paso se convirt́ıo en uno de los resultados más importantes de la

f́ısica hasta hoy en d́ıa, dando fuertes indicios de lo que hasta ese momento era solo una

idea: unificar las dos teoŕıas ciéntificas que hasta ahora reinan en la f́ısica, la teoŕıa de la

Relatividad General y la Mecánica Cuántica. Uno de los mayores retos de las f́ısica actual

es la búsqueda de una nueva teoŕıa que las incorpore a ambas, es decir, una teoŕıa cuánti-

ca de la gravedad. Carecemos, por ahora, de una teoŕıa de estas caracteŕısticas, y puede

que aún estemos lejos de tenerla, pero ya conocemos propiedades que esta debeŕıa tener [8].

Al estudiar teoŕıas gravitatorias podemos obtener información sobre teoŕıas cuánticas
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de campos fuertemente acopladas. Algunas de estas teoŕıas están presentes en muchas

aplicaciones en f́ısica, y corresponden a aquellas que son invariantes bajo el llamado grupo

conforme. A este tipo de teoŕıa se le conoce como Teoŕıa de campos conforme (CFT, por

su sigla en inglés). Hablar de simetŕıa conforme, es considerar invariancia bajo cualquier

transformación que preserve la forma localmente, incluyendo la invariancia de escala. La

teoŕıa del campos conforme se desarrolló fuertemente durante los años 80 y 90 [12–14],

donde la teoŕıa de campos conforme en dos dimensiones se ha utilizado para estudiar las

transiciones de fase de segundo orden en sistemas bidimensionales y en la teoŕıa de cuerdas.

Siguiendo en este contexto de CFT, J. L. Cardy [15,16], derivó una fórmula para una

densidad asintótica de estados, que ahora se conoce como fórmula de Cardy. Esta fórmula

nos entrega la entroṕıa de una teoŕıa de campos conforme bidimensional y es calculada a

partir de cargas centrales presentes en una teoŕıa de campos conforme. Teniendo en cuen-

ta esto y sabiendo que los agujeros negros se comportan como objetos termodinámicos,

se hace natural querer dar una interpretación estad́ıstica de la entroṕıa de los agujeros

negros. Para esto último, uno de los resultados mas importantes para este trabajo es el

proporcionado por Strominger [17], el cual se apoya en una observación impulsada por

Brown y Henneaux durante la década de 1980 [18] y actualmente interpretada en términos

de la correspondencia AdS/CFT [19]. Esta correspondencia fue propuesta en 1997 por el

f́ısico Juan M. Maldacena, en la cual se conjetura que una teoŕıa gravitatoria en espacios

AdS es dual a una CFT en dimensión menor. En el trabajo de Brown y Henneaux podemos

apreciar que las simetŕıas asintóticas de Relatividad General con constante cosmológica

negativa (espacio-tiempo AdS) en tres dimensiones corresponden a dos copias del álgebra

de Virasoro, aśı una teoŕıa cuántica de la gravedad consistente debeŕıa ser descrita en

términos de una teoŕıa de campos conforme en dos dimensiones, con una carga central

dada por c = 3l/2G, donde G y l representan la constante de Newton y el radio de AdS,

respectivamente. Strominger [17] utilizó la carga central de Brown y Henneaux junto a la

fórmula de Cardy para demostrar que la entroṕıa de agujero negro obtenida a través de

esta última coincide con la entroṕıa de Bekenstein-Hawking del agujero negro BTZ, un

agujero negro que es asintóticamente AdS. Sin embargo, hay ejemplos conocidos para los

que esta propuesta tiene que ser redefinida, ya que para ellos la carga central no juega

el papel principal para reproducir la entroṕıa semiclásica de agujeros negros a partir de

un recuento microscópico. De hecho, como se explica en [20], el crecimiento asintótico del

número de estados puede expresarse solo en términos del espectro de los operadores de

Virasoro sin hacer ninguna referencia expĺıcita a las cargas centrales.

En la derivación anterior de Strominger, impĺıcitamiente el estado fundamental es iden-
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tificado por el espacio-tiempo AdS. La brecha existente en el espectro, dada por la enerǵıa

de sistema y la enerǵıa del estado fundamental, es vital ya que nos garantiza que la función

de partición es dominada por la contribución del estado fundamental, lo que nos permite

obtener una fórmula precisa para el crecimiento asintótico del número de estados con una

enerǵıa fija, a través de una aproximación por el método del punto de silla. Para un valor

de la masa fija, a pesar de existir al menos dos configuraciones distintas de agujero negro,

la fórmula de Cardy estándar solo reproduce la entroṕıa de un agujero negro BTZ, el cual

corresponde al sector vaćıo, ya que como se nos muestra en [20], agujeros negros en el

vaćıo y con una configuración diferente (agujeros negros con pelo o como es en nuestro

caso asociado a correcciones cuadráticas) no pueden ser deformados uno en el otro, lo cual

sugiere que pertenecen a sectores distintos desconectados. Por esto, el espacio-tiempo AdS

debe ser considerado como estado fundamental adecuado solo para el sector vaćıo, enton-

ces podemos esperar que el otro sector poseea un estado fundamental diferente tal que la

fórmula de Cardy reproduzca la entroṕıa cuando este se toma en cuenta. La resolución a

este problema viene dada por el hecho de que un estado fundamental adecuado para este

sector existe y está descrito por un solitón gravitacional. La importancia de éste radica que

cumple con lo que se espera para un estado fundamental: es suave y regular en todas partes,

como también carece de constantes de integración. Aśı en analoǵıa con lo que ocurre en el

vaćıo, el espectro de enerǵıa de los demás sectores de la teoŕıa consiste de una parte conti-

nua acotada inferiormente por cero (agujero negro), una brecha (singularidades desnudas),

y un estado fundamental con masa fija negativa dada por las constantes fundamentales

de la teoŕıa (solitón). Luego, como podemos verificar en [20, 21], la formula de Cardy re-

produce la entroṕıa del agujero negro exactamente de acuerdo con el resultado semiclásico.

Desde hace ya algunos años existe el interés de extender todas estas ideas relacionadas

a la correspondencia relativista estándar AdS/CFT a la f́ısica no relativista con el fin de

obtener una mejor comprensión de la f́ısica de materia condensada, particularmente de

sistemas f́ısicos que exhiben invariancia bajo una simetŕıa de reescalamiento con diferentes

pesos entre el espacio y el tiempo (escalamiento anisotrópico). A través de esta, la gra-

vedad dual de estos sistemas corresponde a los llamados espacio-tiempos de Lifshitz [22].

El responsable de la anisotroṕıa del sistema es un parámetro conocido como exponente

dinámico, denotado por z, donde el caso z = 1 corresponde al espacio-tiempo AdS. Solu-

ciones a ecuaciones de movimiento asintóticamente Lifshitz son conocidos como agujeros

negros tipo Lifshitz. Si consideramos z 6= 1 esta métrica de Lifshitz no es solución de las

ecuaciones de Einstein en el vaćıo, y en su lugar requiere la introducción de alguna fuente

de materia o considerar términos de curvatura de orden superior [22].
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Uno de los resultados más importantes estudiado en esta tesis considerando teoŕıas de

campo con escalamiento anisotrópico fue encontrado el año 2011 en [23]. En él, los autores

muestran que la entroṕıa semiclásica de agujeros negros asintóticamente Lifshitz puede ser

obtenida a través del crecimiento asintótico del número de estados de una teoŕıa de campos

con escalamiento Lifshitz en dos dimensiones, donde el estado fundamental corresponde

a un solitón. Además, existe una dualidad entre alta y baja temperatura que surge na-

turalmente como consecuencia de que las álgebras Lifshitz bidimesionales con exponentes

dinámicos z y z−1 son isomorfos. La fórmula obtenida se conoce como fórmula de Cardy

anisotrópica y depende del exponente dinámico z, y de la enerǵıa del estado fundamental.

Esta se reduce a la fórmula Cardy para z = 1.

Siguiendo en este mismo contexto, existen teoŕıas dotadas de lo conoce como un hi-

peresclamiento. En este tipo de teoŕıas la enerǵıa libre escala como su dimensionalidad

espacial. Ésto se ve reflejado en el hecho de que la entroṕıa escala como la temperatura

elevada a la dimensionalidad espacial [24]. En el caso de Lifshitz este hiperescalamiento

esta dado por S ∼ T
d−2
z , donde d − 2 es la dimensionalidad espacial y z es el exponente

dinámico que refleja la simetŕıa anisotrópica del sistema. Si estudiamos ahora las llamadas

transiciones de fase cuánticas, las cuales son transiciones que se producen entre dos fases

diferentes a temperatura cero, el sistema muestra una violación a este hiperescalamiento

que se refleja en el hecho de que la entroṕıa vaŕıa con respecto a la temperatura T como

S ∼ T
deff
z . La constante z es el exponente dinámico y deff se llama dimensionalidad espa-

cial efectiva. Estos sistemas son descritos por la métrica de violación al hiperescalamiento,

en la cual están los parámetros z y θ, este último se denomina exponente de violación al

hiperescalamiento, y para el caso θ = 0 se reduce a la métrica de Lifshitz. Cabe destacar

que acá deff depende explicitamente de θ, y que para cada teoŕıa gravitatoria de orden

superior a considerar, la dimensionalidad espacial efectiva cambia.

Una vez conocido todo esto, es natural querer extender la fórmula de Cardy anisotrópi-

ca, definida en el espacio-tiempo de Lifshitz, a un espacio-tiempo mas general. Éste fue

nuestro primer resultado, una fórmula de Cardy anisotrópica en espacio-tiempo de viola-

ción al hiperescalamiento en tres dimensiones [1]. En este espacio sabemos que el escala-

miento de la entroṕıa en términos de la temperatura (definida como la dimensionalidad

espacial efectiva dividida por el exponente dinámico) depende expĺıcitamente de la teoŕıa

de gravedad. Al considerar teoŕıas gravitatorias de orden superior, como se explicó ante-

riormente, el solitón gravitacional juega un papel principal, ya que es identificado como

el estado fundamental. La brecha existente en el espectro, delimitada por la masa de un

agujero negro y la masa del solitón, es de gran importancia para existencia de nuestra
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fórmula para la entroṕıa, por ello cabe destacar que el formalismo cuasilocal está bien

adaptado para determinar principalmente la masa de solitón, ya que este último carece de

constantes de integración.

Nuestro segundo resultado nace al considerar una nueva configuración de agujeros ne-

gros, esta vez agujeros negros con carga electromagnética [2], por lo que nuevamente el

solitón gravitacional es de vital importancia. Para este tipo de configuraciones el solitón

sin carga es apropiado como estado fundamental. En este contexto, sabemos que existen

soluciones de agujero negro con masa nula, pero con entroṕıa distinta de cero, ya que

por supuesto hay otras cargas Noetherianas interactuando en la primera ley de la termo-

dinámica. El problema surge por el hecho de que el valor de la masa sea cero, ya que

entonces la masa del solitón será nula también, careciendo aparentemente de una brecha

en el espectro de la enerǵıa, y por lo tanto no pudiendo aproximar nuestra densidad de

estados por el método del punto de silla. La solución a esto viene dado al considerar soli-

tones gravitacionales cargados, en nuestro caso magnéticamente. Ésto le da vida a nueva

brecha en el espectro, pudiendo ahora identificar como estado fundamental el solitón con

carga. Una vez resuelto esto, una extensión de la fórmula de Cardy nace para agujeros

negros tipo Lifshitz cargados electromagnéticamente satisfaciendo también una relación

de Smarr. A partir de esto, también obtuvimos una fórmula de Cardy para la entroṕıa de

agujeros negros con violación al hiperescalamiento cargados con carga eléctrica.

Con el fin de explicar a cabalidad y de manera mas profunda cada uno de los temas

tratados hasta ahora, esta tesis se organiza de la siguiente forma: En el capitulo 2 se

exponen la ideas principales de la relatividad general, y examinamos soluciones clásicas

de agujeros negros. El caṕıtulo 3 hace referencia a la termodinámica de agujeros negros.

Aqúı presentamos aspectos fundamentales de esta, como las leyes de la termodinámica

de agujeros negros, y estudiamos los parámetros termodinámicos que son importantes

para esta tesis, estos son los conceptos de temperatura, entroṕıa y masa. Un repaso de

teoŕıa de campos conforme es tratado en el caṕıtulo 4. En el caṕıtulo 5, estudiamos una

CFT 2-dimensional sobre un toro. Examinaremos su invarianza modular y definiremos una

función de partición, que juntos nos permitirán derivar la fórmula de Cardy de manera

expĺıcita. La derivación de una fórmula para la entroṕıa de agujeros negros tipo Lifshitz

3-dimensionales es estudiada en el caṕıtulo 6, a través del estudio de una teoŕıa de campos

(1+1)-dimensional, destacando la importancia de rotaciones y solitones gravitacionales

vistos como un estado fundamental. También se presentan los espacio-tiempos de Lifshitz

y con violación al hiperescalamiento, como espacios duales a sistemas f́ısicos que presentan

un escalamiento anisotrópico, a través de una extensión de la correspondencia AdS/CFT.
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Tanto los resultados finales de la tesis, como los art́ıculos publicados donde estos se exponen

son presentados en los caṕıtulos 7 y 8. En el primero de estos, se muestra la extensión

de esta fórmula de Cardy anisotrópica al espacio-tiempo de violación al hiperscalamiento.

Luego en el caṕıtulo siguiente se expone otra extensión de esta fórmula pero ahora para

el caso de agujeros negros cargados electromagnéticamente, asociados a una fórmula de

Smarr, para los espacios tipo Lifshitz y su generalización a la métrica de violación al

hiperescalamiento. Por último en el caṕıtulo 9 se han agregado conclusiones y comentarios

de los puntos más importantes de esta tesis.
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Caṕıtulo 2

Relatividad y Agujeros Negros

A modo de mostrar ciertos preliminares, en este caṕıtulo estudiaremos las ecuaciones

de Einstein, que son el śımbolo del formalismo matemático que hay detrás de la teoŕıa.

Se expone el formalismo lagrangiano y se utiliza para obtener ecuaciones de movimiento

en teoŕıas conocidas. Soluciones de agujeros negros clásicas son presentadas como solución

a las ecuaciones de Einstein, entre ellas las solución BTZ muy estudiada estas últimas

décadas.

2.1. Ecuaciones de Einstein

A modo de introducción a relatividad general y las ecuaciones de campo, nos conviene

analizar la interacción entre gravedad y materia.

Podemos asociar la gravedad a un concepto puramente geométrico: Por principio de

equivalencia, esta es una manifestación de la curvatura del espacio, es decir, una propiedad

geométrica del espacio-tiempo. Por otro lado, también sabemos que la fuente que induce

esta curvatura es la materia. Para estudiar como la gravedad interactúa con la materia

están las ecuaciones de Einstein, estas forman parte de la teoŕıa de la Relatividad General

propuesta por el f́ısico Albert Einstein en 1915, están dadas por:

Gµν + Λgµν = κTµν . (2.1.1)

Aqúı, gµν es el tensor métrico, Gµν representa el tensor de Einstein, Λ es la constante

cosmólogica, κ := 8πG es una constante y Tµν el tensor de enerǵıa-momento.

El tensor métrico gµν representa el campo gravitacional en las ecuaciones de Einstein

(2.1.1), es un (0, 2)-tensor, simétrico y no degenerado (determinante de la métrica gµν := |g|
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2.1. ECUACIONES DE EINSTEIN

no nulo). Este es definido para las coordenadas xµ por el elemento de linea

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.1.2)

de manera tal que contiene toda información acerca de la geometŕıa del espacio-tiempo.

A partir de esto, podemos definir la métrica inversa gµν como

gµνgµσ = gτσg
τµ = δµσ , (2.1.3)

la cual es simétrica por definición.

El tensor de Einstein Gµν es usado para expresar la curvatura de espacio-tiempo y es

definido como

Gµν := Rµν −
1

2
Rgµν . (2.1.4)

Para esta última definición, si consideramos el tensor de Riemann (o simplemente

tensor de curvatura) Rρσµν , el cual cuantifica la curvatura, es antisimétrico en los últimos

dos ı́ndices y está definido por

Rρσµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ , (2.1.5)

podemos obtener el tensor de Ricci Rµν , el cual es simétrico y es definido por contracción

del tensor de curvatura, y la curvatura escalar R (o escalar de Ricci) definido por contraer

el tensor de Ricci con la métrica:

Rµν = Rλµλν , R = gµνRµν . (2.1.6)

En la ecuación (2.1.5), Γρµν es la conexión af́ın, llamados śımbolos de Christoffel y

están dados por:

Γρµν =
1

2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν). (2.1.7)

El tensor de enerǵıa-momento Tµν describe la distribución de materia en cada punto

del espacio-tiempo y puede ser determinado diferenciando la acción S con respecto a la

métrica

Tµν =
2√
−g

δS

δgµν
, (2.1.8)

para el cual la ley de conservación de la enerǵıa nos dice que ∇µTµν = 0.

Las ecuaciones de Einstein representan las ecuaciones de movimiento del campo gravi-

tatorio y forman la base matemática de la Teoŕıa de la Relatividad General.
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2.2. FORMULACIÓN LAGRANGIANA

2.2. Formulación Lagrangiana

Una de las formas de obtener las ecuaciones de Einstein, y en general las ecuaciones

de movimiento de un sistema f́ısico, es a través del principio de mı́nima acción: buscamos

puntos cŕıticos de una acción S [9]. Considerando teoŕıa de campos en la cual las variables

son un conjunto de campos Φi(x), la acción S es expresada como una integral sobre el

espacio de densidad de Lagrange L :

S =

∫
L(Φi,∇µΦi)dDx. (2.2.1)

donde ∇µΦi es la derivada covariante del campo Φi y D es la dimensión del espacio-

tiempo. El Lagrangiano es el operador fundamental para describir un sistema f́ısico, en

(2.2.1) está representando por L. Comúnmente escribimos

L =
√
−g L̂. (2.2.2)

donde L̂ es un escalar. Si exigimos que la acción sea estacionaria con respecto a las va-

riaciones de los campos, δφi y δ∇µΦi, anulandose en la frontera, podemos obtener las

ecuaciones de movimiento usando (2.2.2) y variando la acción. La variación de la acción

(2.2.1) es:

δ S =

∫ √
−g

[
∂L̂
∂Φi

δφi +
∂L̂

∂∇µΦi
δ∇µΦi

]
dDx. (2.2.3)

Integrando por partes el segundo término de la ecuación anterior y usando la condición

de variación de los campos en el borde, obtenemos la ecuaciones de movimiento para

nuestra teoŕıa

∂L̂
δΦi

=
∂L̂
∂Φi
−∇µ

(
∂L̂

∂(∇µΦi)

)
= 0 (2.2.4)

éstas se conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange y son las condiciones bajo las

cuales nuestro problema de variaciones alcanza un extremo.

Notar que en particular si el campo Φi lo asociamos a la métrica gµν , el tensor de

enerǵıa momento Tµν lo podemos obtener variando el Lagrangiano con respecto a esta,

tal como en la ecuación (2.1.8). Como ejemplo, aplicaremos lo anterior a tres campos Φi

distintos: a un caso clásico que es cuando tenemos un campo escalar y otros dos ejemplos,

que entre otros, utlizaremos en esta tesis, el primero para teoŕıa de campo en electromag-

netismo y en el segundo derivaremos las ecuaciones de Einstein.
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Si tenemos primero que nuestro campo es un campo escalar, Φ1 := Φ(r), y consideramos

la acción

SΦ =

∫ √
−g
[
− 1

2
gµν ∇µΦ∇νΦ + V (Φ)

]
dDx, (2.2.5)

donde V (Φ) representa un potencial, el tensor de enerǵıa momento viene dado por:

TΦ
µν = ∇µΦ∇νΦ− 1

2
gµν ∇σΦ∇σΦ− gµνV (Φ). (2.2.6)

Utilizando (2.2.4) y considerando �Φ = ∇µ∇µΦ = gµν∇µ∇νΦ, las ecuaciones de

Euler-Lagrange son

�Φ− dV (Φ)

dΦ
= 0. (2.2.7)

Un campo importante para una teoŕıa de campo provista de electromagnetismo es el

vector potencial Aµ, en el cual su componente temporal At puede ser identificado con un

potencial electrostático. El campo de fuerza del campo de Maxwell esta representado por

el tensor

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.2.8)

En relación a esta última ecuación, cuando el campo dinámico de la teoŕıa (con res-

pescto a la cual variamos la acción para derivar las ecuaciones de movimiento) es Aµ,

cantidades f́ısicas generalmente son expresadas en terminos de Fµν [9].

Notar que al considerar nuestro campo Φ2 := Aµ las ecuaciones de Euler- Lagrange

tienen la forma

∂L̂
∂Aν

− ∂µ

(
∂L̂

∂(∂µAν)

)
= 0 (2.2.9)

Si consideramos el Lagrangiano de Maxwell, la acción esta dada por:

SM =

∫ √
−g
[
− 1

4
FµνF

µν
]
dDx. (2.2.10)

Variando la acción anterior (2.2.10) con respecto a la métrica inversa gµν y utilizando

las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas (2.2.9), respectivamente obtenemos la ecua-

ciones de movimiento

TMµν = FµσF
σ
ν −

1

4
gµν FαβF

αβ , (2.2.11)

∂µF
µν = 0. (2.2.12)
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2.2. FORMULACIÓN LAGRANGIANA

Ahora, consideraremos la acción de Einstein-Hilbert, la que nos proporcionará las ecua-

ciones de Einstein en el vaćıo, a través del principio de mı́nima acción. Esta acción está dada

por:

SEH =
1

2κ

∫ √
−g R dDx. (2.2.13)

Para considerar variaciones con respecto a la métrica es conveniente para nosotros

variar con respecto a la métrica inversa gµν . Tomando en cuenta que gµλgλν = δµν , podemos

expresar las variaciones de la métrica y la métrica inversa una en términos de la otra:

δgµν = −gµρ gνσ δgρσ. (2.2.14)

Usando la definición de la curvatura escalar (2.1.6), tenemos que la variación de la

acción es:

δSEH =
1

2κ

[
(δSEH)1 + (δSEH)2 + (δSEH)3

]
, (2.2.15)

donde

(δSEH)1 =

∫
dDx
√
−g gµν δ(Rµν), (2.2.16)

(δSEH)2 =

∫
dDx
√
−g Rµν δ(gµν), (2.2.17)

(δSEH)3 =

∫
dDxR δ(

√
−g). (2.2.18)

Notar que que en caso del segundo término (δSEH)2, ya está la expresión multiplicada

por δ(gµν).

Para el primer término (δSEH)1, usamos la variación del tensor de Riemmann para

obtener la variación del tensor de Ricci δ(Rµν) por medio de una operación de contracción:

δ(Rµν) = δ(Rρµρν) = ∇ρ(δΓρνµ)−∇ν(δΓρρµ)

Reemplazando en (2.2.16), usando la compatibilidad de la métrica y reetiquetando

algunos ı́ndices mudos tenemos que

(δSEH)1 =

∫
dDx
√
−g∇σ [ gµν ∇σ (δgµν)−∇λ (δgσλ) ]. (2.2.19)

Notar que la última integral (2.2.19), se puede ver como la divergencia de un vector,

lo que nos lleva por el teorema de Stokes a que es igual a un término de frontera, el cual

es cero haciendo que la variación se desvanezca al infinito.
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2.3. AGUJEROS NEGROS CLÁSICOS

Por otro lado para el tercer término (δSEH)3, tenemos

δ(
√
−g) = −1

2

√
−g gµν δ(gµν) , (2.2.20)

por lo tanto nuestra integral (2.2.18) es de la forma

(δSEH)3 =

∫
dDx
√
−g
(
− 1

2
Rgµν

)
δgµν . (2.2.21)

Aśı que, volviendo a (2.2.15), recordando que (δSEH)3 no contribuye y complementan-

do con (2.2.19) y (2.2.21), llegamos a

δSEH =
1

2κ

∫
dDx
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν . (2.2.22)

esto nos ayuda a recuperar las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, de la forma

1√
−g

δSEH
δgµν

=
1

2κ

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= 0. (2.2.23)

Unificando lo que hemos visto, si consideramos una acción más general S de la forma

S = Sgrav + Smat, (2.2.24)

donde Sgrav lo asociamos a una acción de gravedad, como (2.2.13), y a Smat a una acción

para la materia (de la cual podemos obtener Tµν), tal como (2.2.5) y (2.2.10).

Finalmente, notemos que al considerar

1√
−g

δS

δgµν
=

1

2κ

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1√
−g

δSmat
δgµν

, (2.2.25)

y definiendo el tensor de enerǵıa momento como en (2.1.8), tenemos nuestras ecuaciones

de Einstein (sin constante cosmológica Λ).

Como observación, si al lagragiano en la acción de Einstein.Hilbert (2.2.13) agregamos

esta constante Λ

SEH,Λ =
1

2κ

∫ √
−g (R − 2Λ) dDx, (2.2.26)

usando las ecuaciones (2.2.20), (2.2.24) y (2.2.25) obtenemos las ecuaciones de Einstein

(2.1.1).

2.3. Agujeros negros Clásicos

Una de las aplicaciones más exitosas y maravillosas de la relatividad general es la

teoŕıa matemática de agujeros negros. Albert Einstein créıa que sus ecuaciones eran de

una complejidad tal que nunca se encontraŕıa una solución exacta de ellas, sin embargo
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en estos últimos cien años se han encontrado decenas. En esta sección exploraremos tres

soluciones exactas y clásicas de las ecuaciones de Einstein que describen agujeros negros,

estas son las soluciones de Schwarzschild, Reissner-Nordström y la de Kerr, donde cada

una de ellas representan agujeros negros estáticos de simetŕıa esférica en el vaćıo, cargados

electricamente y con momento angular respectivamente. El concepto de estático, de forma

intuitiva, se refiere a que no hay una evolución con respecto al tiempo, existiendo un

sistema de coordenadas tal que la métrica es independiente de la coordenada temporal.

2.3.1. Solución estática

Cuando Einstein encontró su ecuación, en el año 1915, no esperaba que se pudiera

resolver con exactitud. Fue el f́ısico y astrónomo alemán Karl Schwarzschild, en 1916,

quien descubrió una solución exacta. Él consideró un campo gravitatorio esféricamente

simétrico, que es la aplicación más obvia de una teoŕıa de la gravedad, además de ser

una situación muy relevante a describir, por ejemplo, el campo creado por la Tierra o el

Sol (a una buena aproximación), en el que las manzanas caen o se mueven los planetas.

La descripción de Schwarzschild de la métrica que resuelve las ecuaciones de Einstein, en

coordenadas esféricas (t, r, θ, φ) está dado por

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2 dΩ2, (2.3.1)

donde dΩ2 es la métrica sobre una dos-esfera unitaria S2

dΩ = dθ2 + sin2 θ dφ2. (2.3.2)

Cabe destacar que M es una constante que corresponde a la masa del agujero negro,

además que debido a su gran cantidad de simetŕıas, (2.3.1) es la solución no trivial más

sencilla.

Si queremos entender la geometŕıa de un espacio-tiempo debemos explorar su estruc-

tura causal. Si consideramos curvas radiales nulas para las cuales θ y φ son constantes y

ds2 = 0

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2, (2.3.3)

aqúı podemos observar que

dt

dr
= ±

(
1− 2GM

r

)−1

, (2.3.4)

lo cual mide la inclinación de conos de luz en un diagrama de espacio-tiempo del plano

t − r. Para valores suficientemente grandes de r la inclinación es ±1, como lo seŕıa en

un espacio plano. Sin embargo, si aproximamos r hacia 2GM tenemos que dt
dr → ±∞, lo
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Figura 2.1: Conos de luz cerrandose a medida que se acercan a r = 2GM.

que se interpreta como conos luz cerrándose, como muestra la figura 2.1. Podemos darnos

cuenta también que en este sistema de coordenadas, si los rayos de luz se acercan a la

superficie r = 2GM estos nunca lo alcanzan.

El hecho de que dt
dr → ±∞ a lo largo de la geodésica que se aproxima a r = 2GM ,

en nuestras coordenas corrientes representa un problema, avanzar en la dirección de r

se vuelve más y más lento con respecto a la coordenada temporal t. Podemos tratar de

solucionar este problema mediante la sustitución de t con una coordenada que se mueve

más lentamente a lo largo de geodésicas nulas. Encontrando una solución expĺıcita de la

condición(2.3.3) que caracteriza una curva radial nula, obtenemos

t = ±r∗ + constante, (2.3.5)

donde la coordenada tortuga r∗ es definida por

r∗ = r + 2GM ln
∣∣∣ r

2GM
− 1
∣∣∣. (2.3.6)

Si miramos ahora la métrica de Schwarzchild en términos de las coordenadas tortuga,

esta viene dada por

ds2 =
(

1− 2GM

r

)
(−dt2 + dr∗2) + r2 dΩ2. (2.3.7)

Notar que la coordenada tortuga se encuentra −∞ < r∗ < ∞, ya que r toma valores

r > 2GM . Además r se considera como una función de r∗, esto representa una ventaja,
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Figura 2.2: Conos de luz de Schwarzschild en coordenada tortuga

ya que ahora no aparecen los conos de luz cerrándose, como se muestra en la figura 2.2,

mas aún, ninguno de los coeficientes de la métrica se hace infinita en r = 2GM . El precio

que pagamos, sin embargo, es que la superficie que nos ineresa r = 2GM acaba de ser

empujado hasta el infinito.

Con estas nuevas coordenadas, el siguiente paso es hacer unas modificaciones para

estudiar más a fondo la región r ≤ 2GM . Si definimos

v = t+ r∗, (2.3.8)

donde v tomará valores −∞ < v < ∞,a las coordenadas (v, r, θ, φ) se les conoce como

coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes. Notar que ahora el elemento de linea

para la métrica de Schwarzchild (2.3.1) esta dado por

ds2 = −
(

1− 1

2GM

)
dv2 + 2dvdr + r2dΩ2. (2.3.9)

Observemos que bajo este cambio de coordenadas, la superficie r = 2GM no es sin-

gular y además la métrica inversa existe para este punto, ya que el determinante de la

métrica g = −r4 sin2 θ no se anula en él. Por esta razón, podemos afirmar que las coor-

denadas originales (t, r, θ, φ) no son buenas para cubrir toda la variedad, mientras que

las nuevas coordenadas (v, r, θ, φ) permiten observar que al disminuir r a lo largo de una

trayectoria radial nula no existe ningun problema al cruzar el punto r = 2GM , por lo que

esta región puede ser incluida dentro del espacio-tiempo. Se dice entonces que es posible

continuar anaĺıticamente la coordenada radial para tomar valores en todo el rango r > 0.

Si consideramos ahora geodésicas radiales nulas para obtener la pendiente de los conos de
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r = 2GM

v

r

Figura 2.3: En coordenadas (v, r) (2.3.10), conos de luz cercanos a la superficie r = 2GM.

luz

dv

dr
=

{
0
2

1− 2GM
r

Aqúı podemos deducir que aún cuando los conos de luz no se cierran, podemos observar

que se inclinan hacia adentro, tal como se muestra en la Figura 2.3. Esto hace que ninguna

trayectoria tipo luz o tipo tiempo dirigida al futuro puede alcanzar r > 2GM comenzando

en r ≤ 2GM . Para ver esto, debemos notar que para r ≤ 2GM y considerando (2.3.9),

tenemos que

2dvdr = −
[
− ds2 −

(
1− 1

2GM

)
dv2 + r2dΩ2

]
, (2.3.10)

pero, para trayectorias tipo luz o tipo tiempo tenemos ds2 ≤ 0, y por lo tanto

2dvdr ≤ 0. (2.3.11)

Debemos tomar en cuenta que por la definición de la coordenada v, para las trayecto-

rias dirigidas al futuro tenemos que dv > 0, y aśı para satisfacer (2.3.11) debemos tener

dr ≤ 0 (es decir, la trayectoria se dirige a r = 0). La igualdad se consigue unicamente para

trayectorias nulas con r = 2GM y dΩ = 0, es decir geodesicas radiales nulas en r = 2GM .

La superficie r = 2GM actúa entonces como un punto de no retorno, ya que toda part́ıcula

que entre a esta superficie no puede volver a salir. A este objeto, en el cual es imposible

ver dentro de él, se le denomina usualmente agujero negro y a su superficie, en la cual

ningún evento que ocurra dentro puede afectar la región exterior, se le llama horizonte de

eventos.

La existencia del horizonte de eventos deja ver una posible asimetŕıa temporal en la

solución de Schwarzchild ya que trayectorias dirigidas al futuro pueden cruzar la superficie

r = 2GM , mientras que las dirigidas al pasado no pueden [25]. Por esta razón consideramos

18



2.3. AGUJEROS NEGROS CLÁSICOS

r = 2GM

u

r

Figura 2.4: En coordenadas (u, r) (2.3.13), conos de luz cercanos a la superficie r = 2GM.

nuevamente geodésicas radiales nulas para definir otra coordenada nula de interés

u = t− r∗, (2.3.12)

la cual también toma valores −∞ < u <∞. Las coordenadas (u, t, θ, φ) se conocen como

coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes, y en estas coordenadas el elemento de

linea para la métrica es

ds2 = −
(

1− 1

2GM

)
du2 − 2dvdr + r2dΩ2. (2.3.13)

Al igual que en el caso anterior, la superficie r = 2GM es no singular, y el inverso

del tensor métrico existe para este punto, por lo que podemos realizar otra vez una con-

tinuación anaĺıtica para todo el rango r > 0. Pero, ahora la región interna r < 2GM no

es la misma que la analizada anteriormente. Veamos esto en profundidad examinando su

estructura causal. Aśı para estas coordenadas la geodésicas nulas satisfacen

dv

dr
=

{
0
2

1− 2GM
r

Como podemos ver en la figura 2.4, para estas coordenadas los conos de luz se inclinan

hacia afuera, es decir, que en este caso es posible cruzar el horizonte, pero solamente

siguiendo trayectorias dirigidas al pasado, por lo que ninguna trayectoria tipo luz o tipo

tiempo dirigida al futuro puede alcanzar r < 2GM comenzando en r ≥ 2GM . Para

r ≤ 2GM tenemos

2dvdr ≥ 0. (2.3.14)

Si consideramos la definición de la coordenada u en (2.3.12), las trayectorias dirigidas

al futuro tienen du > 0, y para satisfacer (2.3.14), debemos tener dr ≥ 0. Esto quiere decir

que cualquier part́ıcula en la región r < 2M inevitablemente se dirige a la región exterior.

A este tipo de objeto se le denomina agujero blanco, y puede ser considerado como el
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inverso temporal de un agujero negro.

Siguiendo con el análisis de la solución de Schwarzchild, analizaremos ahora sistemas de

coordenadas que cubren todas las regiones de esta solución. Ya que nuestra región inicial

r > 2GM se cubre tanto con las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes como

salientes, podemos escribir la métrica de Schwarzschild en las coordenadas (u, v, θ, φ)

ds2 = −
(

1− 1

2GM

)
dudv + r2dΩ2. (2.3.15)

donde la cooredenada r esta definida impĺıcitamente por u y v mediante

1

2
(v − u) = r + 2GM ln

∣∣∣1− r

2GM

∣∣∣. (2.3.16)

Ahora, la superficie r = 2GM esta de nuevo a una distancia infinita, ya que de acuerdo a

esta última ecuación (2.3.16) tenemos que v = −∞ ó en u =∞. Por esta razón realizaremos

un cambio de coordenadas que traiga esta superficie a una distancia finita. Uno de los

posibles cambios son la llamadas coordenadas de Kruskal

V = ev/4GM

U = e−u/4GM (2.3.17)

o tambien, escritas en términos de las coordenadas originales

V =
(r − 2GM

2GM

) 1
2

e(r+t)/4GM

U =
(r − 2GM

2GM

) 1
2

e(r−t)/4GM . (2.3.18)

Notar que términos de las coordenadas (V,U, θ, φ) el elemento de ĺınea para la métrica

de Schwarzchild es

ds2 = −32G3M3

r
e−r/2GMdUdV + r2dΩ2. (2.3.19)

donde la coordenada r queda definida por

UV = −
( r

2GM
− 1
)
er/2GM . (2.3.20)

Considerando la definición de las coordenadas de Kruskal, la métrica inicial en la cual

r > 2GM es la responsable de que el rango de las nuevas coordenadas sean U < 0 y V > 0.

Si analizamos (2.3.19), no existe ningún problema en r = 2GM , y por lo tanto podemos

extenderlas para incluir las regiones U > 0 y V < 0. De esta forma, nos es posible realizar

un diagrama de este espacio-tiempo, donde U y V serán dibujadas a un ángulo de 45o,

esto solo es a conveniencia ya que estas son coordenadas nulas (geodésicas radiales nulas

entrantes o salientes). Utilizando la ecuación (2.3.20) podemos observar que las curvas

con r constante corresponden a las hipérbolas V U = constante, la superfice r = 2GM
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r = 0

r = 0

U V

r =
 2GM

r =
 2

GM

I
II

III
IV r > 2GM

U < 0
V > 0

r < 2GM

Figura 2.5: Diagrama de Kruskal.

corresponde al conjunto UV = 0, es decir {U = 0} ∪ {V = 0}, y que la singularidad r = 0

corresponde a las hipérbolas UV = 1, como se puede apreciar en la figura 2.5. Además, por

simplicidad, se han suprimido las coordenadas θ y φ, por lo que cada punto de la figura

2.5 es en realidad una 2-esfera. Este diagrama también posee cuatro regiones. La región

I corresponde a la variedad de Schwarzschild inicial (r > 2GM), ya que corresponde a

U < 0 y V > 0. La región II nace al extender a valores de U > 0 y corresponde a seguir

las trayectorias nulas dirigidas al futuro, por lo que es cubierta por las coordenadas de

Eddington-Finkelstein entrantes (v, r, θ, φ), esto nos dice que corresponde al interior de

agujero negro. Notar que una vez que se entra en la región II es imposible volver a la

región I y el punto de no retorno, U = 0 (r = 2GM), se llama horizonte de eventos futuro.

Se puede observar además, que cualquier trayectoria tipo tiempo dirigida hacia el futuro

que entre en esta región, termina en la singularidad r = 0. Por otro lado, aparecen dos

regiones adicionales al extender los valores a V < 0. La región III corresponde al inverso

temporal de la región II y ya que cualquier objeto puede escapar de esta región a la región

I, pero nosotros nunca podremos llegar alĺı, recibe el nombre de agujero blanco. Además,

la región IV esta desconectada causalmente de I y corresponde a su inverso temporal. Si-

guiendo la idea y considerando el caso de la región l, la región IV es asintóticamente plana

y esta cubierta por las coordenas de Eddington-Finkelstein salientes. La superficie V = 0

se denomina horizonte de eventos pasado y es los que nos separa del interior del agujero

blanco.

En ocasiones es más conveniente trabajar con un sistema de coordenadas en el que una

de ellas sea tipo tiempo y las demás sean tipo espacio. Para esto consideremos ahora un
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nuevo sistema en función de las coordenadas U y V

X =
1

2
(U + V ) ,

Y =
1

2
(V − U) , (2.3.21)

o en témino de las coordenadas originales

X =
( r

2GM
− 1
) 1

2

er/4GM sinh
( t

4GM

)
,

Y =
( r

2GM
− 1
) 1

2

er/4GM cosh
( t

4GM

)
. (2.3.22)

En términos de las coordenas (X,Y, θ, φ) la métrica es

ds2 = −32G3M3

r
e−r/2GM (−dX2 + dY 2) + r2dΩ2, (2.3.23)

donde ahora la coordenada r está definida impĺıcitamnete como

X2 − Y 2 =
(r − 2GM

2GM

)
er/2GM . (2.3.24)

En estas coordenadas, las curvas radiales nulas están dadas por la relación

X = ±Y + constante, (2.3.25)

y la superficie r = 2GM corresponde a

X = ±Y. (2.3.26)

Además, las superficies con r constante corresponden a las hipérbolas

X2 − Y 2 = constante, (2.3.27)

mientras que las superficies para t constante corresponden a las ĺıneas rectas

X

Y
= tanh

( t

4GM

)
. (2.3.28)

2.3.2. Solución con carga eléctrica

En el año 1918, Hans Reissner y Gunnar Nordström encontraron una solución a las

ecuaciones de campo de Einstein (2.1.1), con constante cosmológica igual a cero, acoplada

a campos eléctricos y una distribución de enerǵıa dada por el tensor de Enerǵıa-momento

de Maxwell [26, 27]. Este tensor Tµν se obtiene de la acción (2.2.10) que para D = 4 esta

dada por

SM = −1

4

∫
d4x
√
−gFµνFµν , (2.3.29)
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rGM

GQ²

r r+-

D

Figura 2.6: Ráıces de ∆ en la métrica de Reissner-Nordtröm.

aśı usando (2.1.8), como vimos en la sección 2.2, obtenemos (2.2.11), es decir

Tµν = FµσF
σ
ν −

1

4
gµν FαβF

αβ , (2.3.30)

donde Fµν se conoce como el tensor de Maxwell o tensor electromagnético, y en función

de su vector potencial Aµ, su definición viene dada por la expresión (2.2.8). Utilizando las

ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2.9), obtenemos la ecuación de movimiento (2.2.12), de

la cual, si queremos obtener una solución esféricamente simétrica y con campo eléctrico,

el tensor Fµν toma la forma

Frt =
Q

r2
, (2.3.31)

en la cual a la constante de integración Q se le llama carga eléctrica. La solución de

Reissner-Nordström a las ecuaciones de Eisntein es

ds2 = −
(

1− 2GM

r
+
GQ2

r2

)
dt2 +

(
1− 2GM

r
+
GQ2

r2

)−1

dr2 + r2 dΩ2, (2.3.32)

donde podemos reescribir este elemento de ĺınea de la forma

ds2 = −∆

r2
dt2 +

r2

∆
dr2 + r2 dΩ2, (2.3.33)

y ∆ esta dada por la expresión ∆ = r2 − 2GM +GQ2.

Analizando la métrica (2.3.33), observamos que tiene una singularidad en el caso r = 0.

Pese a esto, las caracteŕısticas del horizonte dependerá de las regiones donde ∆ = 0.

Podemos escribir ∆ de la forma

∆ = (r − r+)(r − r−), (2.3.34)
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donde el horizonte de eventos viene dado por

r± = GM ±
√
G2M2 −GQ2, (2.3.35)

lo que nos dice que el comportamiento de la métrica dependerá del valor del discriminante,

en el cual encontramos tres casos de interés. Esto podemos verlo en la figura 2.6 y cada

una de estas tres regiones las analizaremos por separado.

I. Caso GM2 < Q2: Las ráıces r± no son reales, ∆ siempre toma valores positivos y la

métrica no posee singularidades en estos puntos, salvo el caso r = 0, esto corresponde

a la curva superior en la figura 2.6. Por todo esto, la coordenada t es tipo tiempo y r

es tipo espacio. Al no tener la presencia de un horizonte de eventos, lo que obtenemos

es una singularidad desnuda, lo cual sabemos no se presenta f́ısicamente debido a la

conjetura de censor cósmico.

II. Caso GM2 > Q2: La métrica tiene singularidades de coordenadas en r+ y r−. Si

consideramos la curva inferior en la figura 2.6, vemos que nuestra función toma

valores negativos para r− < r < r+ y es positiva si consideramos r > r+ y r < r−.

Por esto la singularidad r = 0 ahora es tipo tiempo, pero existen dos horizontes

que la ocultan, en este caso se realiza un cambio de coordenadas similar al caso

Schwarzchild.

lll. Caso GM2 = Q2: Este tipo de solución es conocida como la solución extrema de

Reissner-Nordström. Existe un doble horizonte de eventos en r = GM , es decir

ambos horizontes coinciden en este punto. La coordenada r ahora es nula en r = GM

y espacial en las regiones del otro lado. La coordenada t es tipo tiempo a cada lado

del horizonte de eventos, y nula en r = GM .

2.3.3. Solución rotante

La solución para agujeros negros rotantes fue encontrada en el año 1963 por el ma-

temático neozelandés Roy Patrick Kerr [28]. Un agujero negro de Kerr es una región que

queda delimitada por un horizonte de eventos y una ergoesfera. Esta nueva frontera des-

cribe una región donde la luz aún puede escapar. Debido a la conservación del momento

angular, este espacio forma un elipsoide, en cuyo interior se encuentra un solo horizonte

de eventos con su respectiva singularidad, que debido a la rotación tiene forma de anillo.

El espacio-tiempo de Kerr nace al resolver las ecuaciones de la relatividad de Einstein en

torno a un objeto masivo en rotación. Su resultado, llamada la métrica de Kerr, viene

dado por [9]:
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x
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Ergoesfera
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Singularidad en 
forma de anillo

r = r-

Figura 2.7: Horizontes de eventos, singularidad y ergoesfera para el agujero negro de Kerr.

ds2 = −
(

1− 2GM

ρ2

)
dt2 − 2GMar sin2 θ

ρ2
(dtdφ+ dφdt) (2.3.36)

+
ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 +

sin2 θ

ρ2

[
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

]
dφ,

donde

∆(r) = r2 − 2GM + a2, (2.3.37)

y

ρ2(r, θ) = r2 + a2 cos2 θ. (2.3.38)

Las dos constantes M y a parametrizan las posibles soluciones. M corresponde a la

masa del agujero negro y a es el momento angular por unidad de masa

a =
J

M
, (2.3.39)

donde J es el momento angular total. Considerando estas coordenadas, podemos notar

que existe una singularidad cuando grr = 0, ya que ρ2 ≥ 0. Si hacemos que ∆(r) = 0,

resolvemos para r y obtenemos dos horizontes de eventos para el agujero negro de Kerr,

estos son

r± = GM ±
√
G2M2 − a2, (2.3.40)

Si reducimos a a cero, la métrica se transforma en la métrica de Schwarzchild y las dos

singularidades correspondeŕıan a r = 0 y r = rs, que corresponden a las singularidades de

Schwarzchild. En ambos horizontes de eventos (r+ y r−) las coordenadas t y r son de tipo

nulas. Existe una región fuera del horizonte r = r+ la cual es conocida como ergoesfera,

y es una región del espacio-tiempo donde las part́ıculas son libres de entrar y salir, pero
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no pueden permanecer estacionarias. En lugar de esto deben moverse en la dirección de

rotación del agujero negro. La verdadera singularidad de curvatura ocurre cuando ρ2 = 0,

es decir r = 0 y θ = π/2. Acá debemos tener en cuenta que r = 0 no es un punto en

espacio, sino un disco; el conjunto de puntos r = 0 y θ = π/2 es en realidad el anillo en el

borde de este disco [9]. Todo esto lo podemos ver en la figura 2.7.

2.3.4. Solución BTZ

Las fascinantes propiedades de los agujero negros, clásicas y especialmente cuánticas,

hicieron desear a los f́ısicos de la época tener disponible un análogo de dimensión menor

que 4 que pudiera exhibir las caracteŕısticas clave sin las complicaciones innecesarias. En

el año 1992, los f́ısicos chilenos M. Bañados, C. Teitelboim y J. Zanelli, encontraron una

solución de agujero negro para las ecuaciones de Einstein en el vaćıo en (2+1) dimensiones

con una constante cosmológica negativa Λ = −1/l2 [29].

Este agujero negro (2 + 1)-dimensional (denominado con el tiempo como el agujero

negro BTZ en honor a sus autores) tiene propiedades termodinámicas similares a las en-

contradas en (3 + 1) dimensiones, entre ellas podemos nombrar que estos agujeros negros

no tienen pelos, es decir, están totalmente caracterizados por su masa, momento angular

y carga. Además, al igual que el agujero negro de Kerr (sección 2.3.3),un agujero negro

BTZ rotante tiene un horizonte de eventos interior y uno exterior. A continuación dare-

mos a conocer esta solución basándonos en [30], que plantea esta solución en dos casos: no

rotante y rotante.

Agujero negro BTZ no rotante

La solución y la expresión para el horizonte de eventos r+ viene dada por:

ds2 = −F (r)dt2 +
dr2

F (r)
+ r2dϕ2 (2.3.41)

F (r) = −8GM +
r2

l2
(2.3.42)

r2
+ = 8GMl2. (2.3.43)

Agujero negro BTZ rotante

El elemento de ĺınea para la métrica y sus respectivas expresiones para los horizontes

de eventos interno r− y externo r+, donde M y J representan la masa y el momento

26



2.3. AGUJEROS NEGROS CLÁSICOS

angular respectivamente, vienen dados por:

ds2 = −F (r)dt2 +
dr2

F (r)
+ r2(dϕ2 + F (ϕ)dt)2 (2.3.44)

F (r) = −8GM +
r2

l2
+

16G2J2

r2
(2.3.45)

r2
± = 4GMl2

(
1±

[
1−

( J

Ml

)2]1/2)
. (2.3.46)

Al igual que la solución de Schwarzchild es asintóticamente Minkowski, la solución

BTZ es asintóticamente AdS3. Propiedades termodinámicas de esta solución (rotante y no

rotante) son de real interés para esta tesis, esto lo veremos como un ejemplo más adelante

en la sección 5.5.
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Caṕıtulo 3

Termodinámica de Agujeros

Negros

Después de ese repaso por soluciones de agujero negro, en este caṕıtulo analizamos estas

regiones del espacio-tiempo desde un punto de vista termodinámico. Primero estudiaremos

los postulados que dan vida a esta teoŕıa, las llamadas leyes de la termodinámica de agu-

jeros negros y analizaremos métodos utilizados en esta tesis para calcular los parámetros

termodinámicos temperatura (temperatura de Hawking), entroṕıa (fórmula de Wald) y

masa (método cuasilocal).

3.1. Leyes de la Termodinámica de Agujeros Negros

J. Bardeen, B. Carter y S. Hawking publicaron en el año 1973 un trabajo titulado: The

four laws of black holes thermodynamics, en él postulan cuatro leyes relativas a la dinámica

de los agujeros negros en la relatividad general y destacan una sorprendente similitud con

las leyes de la termodinámica [4].

Ley cero: La gravedad en la superficie de un agujero negro estacionario es constante

sobre todo el horizonte de eventos. Esta ley es paralela a la ley cero de la termodinámica que

establece la temperatura es constante a lo largo de un sistema en equilibrio termodinámico.

Ley 1: La primera ley de la termodinámica relaciona los cambios en la enerǵıa E del

agujero negro con los cambios en su área A, su momento angular J y su carga Q

dE =
κ

8π
dA+ Ω dJ + Φ dQ. (3.1.1)
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donde κ es la gravedad de superficie, Ω representa la velocidad angular y Φ es el potencial

eléctrico.

Ley 2: La segunda ley se refiere a la superficie A del horizonte de eventos

dA ≥ 0. (3.1.2)

El área nunca disminuye con el tiempo. Todo esto bajo la condición de enerǵıa nula:

Tµνk
µkν ≥ 0, donde Tµν es el tensor de enerǵıa momento definido en (2.1.8) y kµ un

vector nulo.

Ley 3: La tercera ley de la termodinámica de agujeros negros nos dice que si Tµν es

acotado y cumple con la condición de enerǵıa débil, es decir Tµνt
µtν ≥ 0 con tµ un vector

tipo tiempo, entonces la gravedad de superficie κ no puede ser cero. Esto se asemeja a la

forma débil de la tercera ley de la termodinámica, que establece que es imposible alcanzar

el cero absoluto en cualquier sistema, pero no está de acuerdo con la versión fuerte de la

tercera ley que afirma que la entroṕıa se aproxima a cero cuando la temperatura se lleva

a cero.

Vale la pena destacar que las cuatro leyes de la mecánica de agujeros negros son (casi)

idénticas a las cuatro leyes de la termodinámica cuando hacemos las identificaciones [31]:

E = E, T =
κ

2π
, S =

A

4
. (3.1.3)

Expuestas estas cuatro leyes que nos dan el comportamiento termodinámico de los

agujeros negros, resulta interesante conocer métodos para cálcular los parámetros involu-

crados.

3.2. Vaćıo cuántico y Temperatura de Hawking

La f́ısica Newtoniana no puede describir fenónemos que implican velocidades cercanas

(o iguales) a la de la luz, es aqúı, a velocidades muy altas, que la teoŕıa de la relatividad

toma el puesto de la f́ısica Clásica. La f́ısica newtoniana tampoco funciona a dimensiones

muy pequeñas, comparables a la de los átomos, en este caso es la mecánica cuántica la que

toma el puesto de la mecánica newtoniana. La mecánica cuántica nació a principios del

siglo veinte con el fin de explicar algunos fenómenos que parećıan contradecir los principios

de la mecánica clásica. Entre ellos unos de los problemas más importantes de la f́ısica era

explicar la forma de la llamada radiación de cuerpo negro, es decir la radiación emitida

por un cuerpo caliente aislado del exterior y en perfecto equilibrio térmico, por ejemplo un
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recipiente cerrado de paredes calientes perfectamente aislado. Este problema fue resuelto

por el f́ısico alemán Max Planck postulando que que la luz se propaga en paquetes de

enerǵıa, de modo tal que cada paquete, posee una enerǵıa E proporcional a la frecuencia

v:

E = ~ v, (3.2.1)

donde ~ es la constante de Planck. Tiempo después Albert Einstein postuló que que la

luz está constituida de particulas (fotones) que poseen una enerǵıa dada por la fórmula de

Planck. Con esta hipótesis Einstein logró explicar el efecto fotoeléctrico, lo que le valió el

premio Novel en 1920 y contribuyó de gran manera a fundar la f́ısica cuántica.

Hasta ahora, nos solo hemos hablado de los agujeros negros refiriéndonos a ellos como

“clásicos”, en el sentido que no se incluye ningún efecto cuántico. En particular, la pro-

piedad más importante de un agujero negro es de no dejar escapar nada de su horizonte,

incluida la luz. A pesar de esto, Steven Hawking (1942 - ) en el año 1974 descubrió que

si se toman en cuenta ciertos efectos cuánticos un agujero negro emite radiación. Este fue

un resultado totalmente inesperado y está relacionado con el concepto de vaćıo cuántico.

Antes de la mecánica cuántica, el concepto de vaćıo era algo trivial: ausencia total

de enerǵıa y materia. Ahora sabemos que si nos ponemos en el contexto de lo cuántico la

situación se vuelve más complicada e interesante. Todo este problema tiene su origen en un

principio fundamental de la mecánica cuántica: el principio de incertidumbre de Heisenberg,

que establece un ĺımite a la precisión con la que se pueden medir simultáneamente la

velocidad de una part́ıcula y su posición. Equivalentemente este principio nos dice que es

posible restringir la medición de la enerǵıa de una part́ıcula y el momento en que efectúa

la medición: Si ∆E y ∆t representan los errores en la medición de la enerǵıa y el tiempo

respectivamente, es decir, si E es la enerǵıa medida, solo se puede asegurar que la enerǵıa

real se encuentra muy probablemente entre E −∆E y E + ∆E, lo mismo para t y ∆t, el

principio de incertidumbre nos dice que los errores no pueden se arbitrariamente pequeños,

independientemente de la precisión de las mediciones deben cumplir con la desigualdad:

∆E ∆t > ~. (3.2.2)

La relatividad general nos da una equivalencia entre enerǵıa y masa, la cual al com-

binarla con este principio nos lleva a un resultado sorprendente: se puede crear materia

a partir del vaćıo. Claramente esto nos es posible según la f́ısica clásica, ya que esta nos

dice que la materia no puede crearse de la nada, pero si es factible según la f́ısica cuántica

con la condición de que el tiempo de vida de estas part́ıculas que aparecen y desaparecen

de manera súbita, sea suficientemente corto. Aśı, si consideramos una particula de masa
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Figura 3.1: Un par virtual creado cerca de un agujero negro puede desgarrarse por la fuerza

de marea.

M , esta posee una enerǵıa Mc2, si su tiempo de vida es menor que ~
Mc2 , considerando el

principio de incertidumbre, esta particula no será detectada ya que durante ese periodo

de tiempo la enerǵıa de esta está por debajo del margen de error con el que se pod́ıa

medir. Con esto, el vaćıo de la mecánica cuántica está repleto de part́ıculas que apare-

cen y desparecen, las cuales refugiándose en el principio de incertidumbre parecen saltarse

el principio de conservación de masa. Estas part́ıculas se conocen como part́ıculas virtuales.

La radiación de los agujeros negros es un efecto producido por la gravedad sobre el

vaćıo cuántico. Una de las interpretaciones propuestas por Hawking del efecto descubierto

por él, en terminos comprensibles es usar el hecho que la fuerza de gravedad vaŕıa con la

distancia: Si consideramos dos cuerpos interactuando, las partes que están más cerca de

un cuerpo atractor son atráıdas con más intensidad que las partes más lejanas. Este efecto

lleva por nombre fuerza de marea, y está relacionada obviamente al efecto que produce

la deformación en los océanos de la tierra, ya que la luna atrae con mayor intensidad las

parte terrestre más cercana a ella. Los agujeros negros también inducen fuerzas de marea

sobre cuerpos cercanos a ellos: Si un par virtual (part́ıcula y antipart́ıcula) se crea muy

cerca de un agujero negro, la probabilidad de que la fuerza de marea rompa el par, es

decir que al volverse reales estas part́ıculas una sea atráıda hacia dentro del horizonte de

eventos mientras la otra escapa, no es cero. La particula que escapa lleva consigo parte de

la enerǵıa gravitacional del agujero negro y es esta enerǵıa liberada es la que produce la

radiación.

Hawking demostró que un agujero negro radia exactamente como si fuera un cuerpo

negro en equilibrio termodinámico total. La gravedad superficial es la aceleración gravita-
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cional producida por el agujero negro en el sitio justo de su horizonte.

La temperatura T se puede relacionar con la gravedad superficial κ de un agujero negro

con masa M , carga Q y momento angular J , por medio de la expresión:

T =
~κ

4π c kB
, (3.2.3)

donde kB es la constante de Boltzmann y κ esta dada por:

κ =
4π

A

√
G2M2 −GQ2 − a2 c2 , (3.2.4)

con a = J
M y A el área del horizonte de eventos. Notar que, si consideramos el caso de

un agujero negro sin carga ni momento angular, se reduce a

κ =
c4

4GM
. (3.2.5)

Es importante destacar que la temperatura de un agujero negro es inversamente pro-

porcional a su masa. Aśı para un agujero negro cuya masa se pueda comparar a la de

nuestro sol, la temperatura es muy baja: una millonésima de grados sobre el cero absolu-

to. En cambio para agujeros negros poco masivos, si es que existen, este efecto podŕıa ser

muy importante: uno con una masa de cien millones de toneladas (cerca de la masa de

una montaña) tendŕıa una temperatura de casi un billón de grados Kelvin.

Cabe también destacar que haciendo una analoǵıa con la llamada ley cero de la ter-

modinámica que indica que un sistema f́ısico en equilibrio completo posee la misma tem-

peratura en todas sus partes, en el caso de los agujeros negros se puede demostrar que la

gravedad superficial tiene el mismo valor en cada punto del horizonte.

3.3. Entroṕıa de Wald

Si todo lo que cae dentro de un agujero negro desaparece y no puede volver a salir,

¿qué pasa con la entroṕıa? Suponer que la entroṕıa del universo se reduce al lanzar cosas

entrópicas dentro del agujero negro iŕıa en contra de las leyes termodinámicas. Para un

agujero negro conocer su masa, o su radio, o su área, o su volumen eran equivalentes, solo

deb́ıa conocer una de ellas y ya tendŕıamos las otras, a ráız de esto no hab́ıa indicios de

entroṕıa. Sabiendo lo anterior, por los años 70, Jacob Bekenstein (1947 - 2015) supuso que

la masa de un agujero negro era una medida de su entroṕıa, de hecho si aumentamos su

masa y su área, aumentamos su entroṕıa salvando aśı la temodinámica de agujeros negros.
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Una de las constantes f́ısicas más importantes es la constante de Planck ~, esta desempeña

un papel central en la teoŕıa de la mecánica cuántica, y a las unidades de Planck se suelen

asociar a valores óptimos en la naturaleza. Su nombre se debe a su descubridor, un f́ısico y

matemático alemán considerado como el fundador de la teoŕıa cuántica, Max Planck (1858

- 1947). Bekenstein pensó que la relación entre el área de un agujero negro y su entroṕıa

deb́ıa depender de constantes f́ısicas fundamentales, la entroṕıa deb́ıa ser proporcional al

área dividida entre el área de Planck

S n
A

L2
p

. (3.3.1)

Aśı para el caso estático tenemos la velocidad de la luz, la constante de Boltzmann, la

constante de gravitación universal y la constante de Planck involucradas. Un gran acierto

si destacamos que esto se considera el comienzo de la gravedad cuántica, ya que esta ecua-

ción (3.3.1) era la primera de su tipo: relativista, termodinámica, gravitatoria y cuántica

a la vez.

Al poco tiempo Hawking demostró que Bekenstein estaba en lo cierto. Los agujeros

negros se comportaban realmente como objetos termodinámicos ordinarios. Esto significa,

entre otras cosas, que la entroṕıa de un agujero negro es efectivamente proporcional al

área de su horizonte de sucesos. De hecho, el cálculo de Hawking le permitió determinar

con precisión la constante de proporcionalidad, 1
4 . Es decir la entroṕıa de un agujero negro

es 1
4 del área de su horizonte de sucesos, medido en unidades del área de Planck:

SBH =
A

4L2
p

. (3.3.2)

Podemos conjeturar que el sub́ındice BH significa black hole (agujero negro en inglés)

o Bekenstein- Haking, como prefiramos. Esta fórmula es el indicio mas importante que

tenemos de la conciliación de la gravitación con la mecánica cuántica [32].

En los años noventa el f́ısico estadounidense Robert Wald (1947 - ) publicó una serie

de art́ıculos en los que construye una base geométrica sólida para la primera ley de la

termodinámica de los agujeros negros [33,34]. Los fundamentos de su enfoque se describen

en un art́ıculo en conjunto con Joohan Lee en 1989. Introducen un formalismo de Lagrange

que sea compatible con teoŕıas invariantes bajo difeomorfismos, incluyendo la relatividad

general [35]. Cuatro años más tarde una nueva derivación de la primera ley apareció [33].

En este trabajo Wald muestra que la entroṕıa del agujero negro siempre se puede expresar

como una cantidad geométrica local integrándola en un espacio (sección transversal) del

horizonte. Su expresión para la entroṕıa es

SW = −2π

∫
Σ

∂L
∂Rαβγδ

εαβ εγδ
√
|h| (3.3.3)
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Esta última expresión se conoce como fórmula de Wald. El dominio de integración Σ

es una sección transversal de dos dimensiones del horizonte de eventos, h el determinante

de la métrica inducida, εαβ es un vector binormal a Σ, antisimétrico y normalizado de la

forma εαβε
αβ = −2, y la variación del lagrangiano de la teoŕıa con respecto al tensor de

Riemann está representado por ∂L
∂Rαβγδ

.

Aśı, si consideremos la solución de Schwarzschild de la acción de Einstein-Hilbert, el

horizonte de eventos es S2 que tiene dos direcciones normales a lo largo de r y t. Podemos

construir un 2-tensor antisimétrico a lo largo de estas direcciones para que εrt = εtr = −1.

Para este ejemplo tenemos que el lagrangiano es L = 1
16π R, entonces su variación con

respecto a Rαβγδ es:

∂L
∂Rαβγδ

=
1

32π
(gαγgβδ − gαδgβδ). (3.3.4)

Por lo tanto, la entroṕıa de Wald viene dada por:

SW =
1

8

∫
S2

1

2
(gαγgβδ − gαδgβδ) εαβ εγδ

√
|h| d2Ω

=
1

8

∫
S2

2 gttgrr
√
h d2Ω

=
1

4

∫
S2

√
h d2Ω

=
A

4

la que corresponde a la expresión de la entroṕıa de Bekenstein-Hawking (3.3.2), tal

como se pod́ıa esperar.

3.4. Masa (Formalismo Cuasilocal)

Existen al menos dos maneras diferentes para describir que tan grande es algo. Po-

demos referirnos a la cantidad de masa que tiene, o a la cantidad de espacio que ocupa.

Cuanto más masivo es un agujero negro, más espacio ocupa. Lo que sabemos hasta el

momento de la masa que poseen los agujeros negros es que esta no tiene ĺımites conocidos,

no hay máximo ni mı́nimo, pero teniendo en cuenta que los agujeros negros se forman a

partir de la muerte de estrellas masivas debeŕıa de existir un ĺımite máximo de peso de

los agujeros negros que seŕıa a lo más igual a la masa máxima de una estrella masiva.

Dicha masa ĺımite es igual a diez veces la masa del Sol. En los últimos años se ha encon-

trado evidencia de la existencia de agujeros negros en el centro de galaxias masivas, y se
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cree, a partir de esto, que dichos agujeros negros poseeŕıan una masa de un millón de soles.

Un método para calcular la masa de soluciones de agujeros negros es el método cua-

silocal, el cual corresponde a una generalización del formalismo ADT. Esta formulación

proporciona una forma muy conveniente de determinar las cargas conservadas cuasilocales

de agujeros negros [36,37].

Consideremos la variación de la acción con respecto a la métrica gµν para una teoŕıa

gravitatoria covariante en un espacio-tiempo D-dimensional, esto es

δI[g] =
1

κ

∫
dDx[

√
−g Gµν δgµν + ∂µΘµ(g; δg)], (3.4.1)

donde Gµν = 0 es la ecuación de movimiento para la métrica y Θµ denota el término de

superficie. La transformación de la métrica, bajo el difeomorfismo ζ, es

δζgµν = ∇µζν +∇νζµ (3.4.2)

y la correspondiente transformación de la densidad de Lagrange, L está dada por

δζ(L
√
−g) = ∂µ(ζµ

√
−gL). (3.4.3)

Usando la identidad de Bianchi ∇µGµν = 0, podemos obtener una corriente de Noether

conservada fuera de la cáscara J µ de la ecuación (3.4.1) como

Jµ(g; ζ) = 2
√
−gGµν(g)ζν + ζµ

√
−gL(g)−Θµ(g; ζ). (3.4.4)

donde el concepto fuera de la cáscara hace referencia a que no estamos utilizando las

ecuaciones de movimiento Gµν = 0. Ya que Jµ es conservado, ∂µJ
µ = 0, el tensor anti-

simétrico Kµν , al cual lo llamaremos como el potencial Noether (fuera de la cáscara), se

puede introducir como Jµ ≡ ∂νKµν .

Nuestro fin ahora es mostrar la relación entre el potencial de Noether Kµν y el potencial

Qµν de la extensión del método ADT [38,39], el cual permite calcular la masa y el momento

angular para teoŕıas conocidas como gravedad masiva topológica [40–44] y nueva gravedad

masiva [45,46]. Este potencial puede ser introducido como

JµADT ≡ ∇νQ
µν
ADT = δGµνξν + Gµαδgανξν −

1

2
ξµGαβδgαβ +

1

2
gαβδgαβGµν ξν , (3.4.5)

donde QµνADT es nuestro potencial ADT, el cual puede ser reescrito de la forma [36]

δ(
√
−gGµνξν)− 1

2

√
−g ξµGαβδgαβ = ∂ν(

√
−gQµνADT ) . (3.4.6)

El difeomorfismo ζ será considerado como un vector de Killing ξ y bajo la variación

de la métrica estudiaremos la variación del potencial de Noether, δKµν , preservando el
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vector de Killing, es decir δξµ = 0. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir el cambio

de la corriente Jµ en terminos del potencial Kµν

∂ν(δKµν) = 2δ
(√
−g Gµνξν

)
+ ξµδ(

√
−gL)− δΘµ(g; ξ) . (3.4.7)

Como estamos asumiendo δξµ = 0, podemos utilizar la siguiente relación sobre el

término de superficie [34,35]

LξΘµ(g; δg)− δΘµ(g; ξ) = 0, (3.4.8)

donde Lξ es la derivada de Lie a lo largo del vector de Killing ξ y el segundo término

denota la variación del término de superficie con respecto a la métrica gµν . Considerando

las ecuaciones (3.4.6), (3.4.7) y (3.4.8) tenemos una relación para los potenciales dada por

√
−gQµνADT(g; δg) =

1

2
δKµν(g; ξ)− ξ[µΘν](g; δg). (3.4.9)

Gracias a esta última relación, podemos encontrar una expresión para una carga con-

servada en términos del potencial de Noether Kµν , el vector de Killing ξµ y el término

de superficie Θµ. Considerando un camino uniparamétrico dentro del espacio solución,

caracterizado por una constante s ∈ [0, 1] y la expresión para el potencial QµνADT dado en

(3.4.9), podemos obtener una carga cuasilocal de la forma [37]

Q(ξ) =
1

κ

∫
B
dD−2xµν

(
∆Kµν(ξ)− 2ξ[µ

∫ 1

0

ds Θν](ξ | sM)
)
, (3.4.10)

donde el camino uniparamétrico s es tomado como una interpolación a través de un

parámetro libre Q dentro de las ecuaciones de movimiento de manera tal que sQ ∈ [0,Q],

∆Kµν(ξ) denota la diferencia finita Kµν
s=1(ξ)−Kµν

s=0(ξ) entre los dos puntos finales del ca-

mino, dD−2xµν representa la integración sobre un subespacio de codimensión dos y B una

región finita en el espacio-tiempo que no necesita ser localizada en el infinito asintótico [37].

Para obtener una expresión concreta para cargas conservadas cuasilocales, conside-

remos un lagragiano que contiene sólo los invariantes de tensores de curvatura: L =

L[g,R,R2, RµνRµν , · · · ]. Notar que las ecuaciones de movimiento pueden ser represen-

tadas por

Gµν = P αβγ
(µ Rν)αβγ − 2∇ρ∇σPµνρσ −

1

2
gµνL , (3.4.11)

donde el tensor P es definido como Pµνρσ ≡ ∂L/∂Rµνρσ. Como estamos estudiando teoŕıas

que poseen curvaturas cuadráticas, el término de superficie y el potencial de Noether están

dados por [37]

Θµ(δg) = 2
√
−g[Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ ] , (3.4.12)

Kµν =
√
−g[2Pµνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPµνρσ], (3.4.13)
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Este caso es fundamental en este trabajo, ya que estudiamos soluciones de agujero negro

asintóticamente Lifshitz y su generalización a espacio-tiempos con violación al hiperesca-

lamiento, espacios expuestos en caṕıtulos posteriores, con teoŕıas gravitatorias provistas

de correcciones superiores.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de campos conforme

2-dimensional

Este caṕıtulo tiene como objetivo dar una introducción a la teoŕıa de campos conforme

bidimensional, tratando de dar la base adecuada para entender este formalismo matemático

que puede ser aplicado a la teoŕıa de agujeros negros. Primero analizaremos el grupo el

conforme y comenzaremos a ver esta teoŕıa de campos en dos dimensiones. Analizaremos

aspectos tan importantes como el tensor de enerǵıa momento, campos primarios, el proceso

de cuantización radial, la expansión en producto de operadores y por último el algebra de

Virasoro, que una extensión cuántica del álgebra de Witt.

4.1. El grupo conforme

Denotemos por gµν el tensor métrico en un espacio de dimensión D. Bajo una trans-

formación general de coordenadas xµ → x′µ la métrica se transforma de acuerdo a

g′µν(x′) =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ(x). (4.1.1)

Por definición una transformación conforme de las coordenadas es una función inver-

tible que actua como x→ x′, el cual deja la métrica invariante salvo un factor escalar:

g′µν(x′) = Λ(x)gµν(x). (4.1.2)

En otras palabras, una transformación conforme es localmente equivalente a una (pseu-

do) rotación y una dilatación. El grupo conforme es un grupo de transformaciones de que

cumplen con (4.1.2). Notar que el grupo de Poincaré (grupo de Lorentz mas traslaciones)

es un subgrupo del grupo conforme ya que este deja la métrica invariante (Λ(x) = 1) [13].
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El eṕıteto conforme deriva de la propiedad de que las transformaciones no afectan el ángu-

lo entre dos curvas arbitrarias que se cruzan en un punto a pesar de una dilatación local,

es decir, el grupo conforme preserva ángulos.

En un teoŕıa de campos conforme, la acción permanece invariante, es decir S[g′µν(x′)] =

S[gµν(x)] y sabemos por la ecuación (2.1.8) que variando la acción con respecto a la métri-

ca obtenemos el tensor de enerǵıa-momento.

Bajo una transformación conforme gµν se puede transformar como (4.1.2). Entonces,

tomando una expansión infinitesimal de Λ(x)

g′µν = (1 + σ(x))gµν

g′µν = gµν + σ(x)gµν .

tenemos que δgµν = σ(x)gµν , ya que δgµν = g′µν − gµν y aśı la expresión (??) nos queda

1√
−g

δS = σ(x)Tµνgµν

1√
−g

δS = σ(x)Tµ µ.

Como consideramos que la acción es invariante bajo transformaciones conformes, esta

condición implica que el tensor de enerǵıa-momento es sin traza, es decir Tµµ = 0 [14].

Es conveniente notar que una transformación conforme no es una transformación ge-

neral de coordenadas. En efecto, una transformación de coordenadas describe la misma

geometŕıa desde un sistema de coordenadas diferente (en particular el elemento de área

se mantiene invariante) en cambio una transformación conforme relaciona distintas geo-

metŕıas desde el mismo sistema de coordenadas.

Para determinar los generadores infinitesimales del grupo conforme consideraremos la

transformación de coordenadas infinitesimal

xµ → x′µ = xµ + εµ, (4.1.3)

aśı, la métrica a primer orden de ε cambia de la forma

gµν → gµν + (∂µεν + ∂νεµ). (4.1.4)

Por simplicidad, se asume que la transformación conforme es una deformación infini-

tesimal en el espacio-tiempo de Minkowski (gµν = ηµν). Como esta última transformación

(4.1.4) se mantiene invarante conforme, es decir cumple (4.1.2), el término (∂µεν + ∂νεµ)
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debe ser proporcional a ηµν

(∂µεν + ∂νεµ) =
2

D
∂ρε

ρηµν . (4.1.5)

Notar que al comparar (4.1.2) y (4.1.5) tenemos que Λ(x) = 1 + 2
D∂ρε

ρ.

Por aplicación de una derivada extra ∂ρ a (4.1.5), permutando ı́ndices y considerando

una combinación lineal tenemos que

2∂µ∂νερ = ηµρ∂νΛ + ηνρ∂µΛ− ηµν∂ρΛ. (4.1.6)

y contrayendo con ηµν , aplicando ∂ν sobre (4.1.6) y lo que nos queda es

(ηµν� + (D − 2)∂µ∂ν)∂ρε
ρ = 0. (4.1.7)

Para analizar las soluciones de la ecuación diferencial (4.1.7), primero debemos notar

que contrayendo esta ecuación con ηµν lo que tenemos es

(D − 1)�Λ = 0, (4.1.8)

entonces para el caso D = 1 la ecuación anterior no impone restriccciones sobre la función

Λ, y entonces cualquier transformación suave es conforme de una dimensión. Esto último

es trivial, ya que la noción de ángulo no existe [14].

El caso D = 2 será analizado en la siguiente sección. Para el caso D ≥ 3 debemos notar

que las ecuaciones (4.1.7) y (4.1.8) implican que ∂µ∂νΛ = 0, es decir, la función Λ es a lo

más lineal en las coordenadas:

Λ(x) = A+Bµx
µ, (con A, Bµ constantes). (4.1.9)

Si sustituimos la expresión (4.1.9) en la ecuación (4.1.6), podemos ver que ∂µ∂νερ es

constante, lo que significa que εµ es lo más cuadrático en x. Aśı las soluciones de la ecuación

diferencial (4.1.7) nos dan distintas posibilidades para εµ:

• εµ = aµ, lo cual corresponden a traslaciones de x.

• εµ = ωµ ν x
ν donde ωµ ν es la suma de una parte antisimétrica y otra de traza pura,

donde la parte antisimétrica corresponde a rotaciones ŕıgidas, y el término traza pura

representa una transformación de escala.

• εµ = bµx2 − 2(x · b)xµ, esta transformación recibe el nombre de Transformación

especial conforme.
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Aśı, las transformaciones conformes finitas estan dadas por:

x′µ = xµ + aµ (4.1.10)

x′µ = αxµ (4.1.11)

x′µ = Mµ
ν x

ν (4.1.12)

x′µ =
xµ − bµx2

1− 2b · x + b2x2
(4.1.13)

Donde (4.1.10) y (4.1.12) representan traslaciones y rotaciones respectivamente, (4.1.11)

es una dilatación y (4.1.13) una transformación especial conforme.

De acuerdo a estas transformaciones, los generadores infinitesimales del grupo conforme

son

Pµ = − i ∂µ (4.1.14)

D = − i xµ∂µ (4.1.15)

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (4.1.16)

Kµ = − i(2xµxν∂ν − x2∂µ) (4.1.17)

Acá, (4.1.14) corresponde a traslaciones, (4.1.15) a dilataciones, (4.1.16) y (4.1.17) a

rotación y transformación especial conforme respectivamente.

Se puede demostrar que estos generadores obedecen ciertas reglas de conmutación

generando un álgebra, definida como el álgebra conforme. Partiendo de una métrica con

signatura (p, q) el grupo conforme es isomorfo a SO(p+ 1, q + 1).

4.2. Teoŕıa de campos conforme en 2 dimensiones

Para D = 2 con gµν = ηµν = δµν , las ecuaciones (4.1.5) se reducen a las ecuaciones de

Cauchy-Riemann:

∂1ε1 = ∂2ε2, ∂1ε2 = −∂2ε1. (4.2.1)

A toda función f(z) que cumpla con (4.2.1) se le llama función anaĺıtica. Luego, con-

sideramos ε como una función de z y es natural definir

ε = ε1 + iε2, ε̄ = ε1 + iε2 (4.2.2)

z = x1 + ix2, z̄ = x1 + ix2, (4.2.3)

lo que nos lleva a

∂z ε̄ = 0, ∂z̄ε = 0 (4.2.4)
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con ∂z := ∂
∂z . La solución general de estas condiciones nos da que ε es una función

arbitraria de z (que no depende de z̄) y ε̄ es una función arbitraria de z̄, es decir ε = ε(z)

y ε̄ = ε̄(z̄). Las transformaciones conforme en dos dimensiones entonces coinciden con la

transformación anaĺıtica dada por

z → f(z), z̄ → f̄(z̄), (4.2.5)

donde f(z) es una función arbitraria de z, y

ds2 = dz dz̄ →
∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣2dz dz̄, (4.2.6)

y Λ =
∣∣∣∂f∂z ∣∣∣2. Una función holomorfa f(z) puede ser expandida por un desarrollo de

Laurent

f(z) =

∞∑
n=−∞

an z
n (n ∈ Z), (4.2.7)

donde an son parámetros de simetŕıa, y un número infinito de parámetros de simetŕıas

corresponde a infinitas simetŕıas [30].

Usualmente las simetŕıas implican la existencia de cargas conservadas. La corriente que

corresponde a una transformación simétrica conforme εµ que satisface la condición (4.1.5)

es

Jµ = Tµνε
ν . (4.2.8)

El tensor de enerǵıa momento es conservado y sin traza, lo que hace que la corriente

sea conservada

∂µJµ(ε) = (∂µTµν)εν + Tµν(∂µεν) = 0. (4.2.9)

Los generadores de simetŕıa en teoŕıa cuantica de campos son cargas conservadas que

vienen de corrientes conservadas. Como existe un número infinito de funciones anaĺıticas,

f(z), entonces por el teorema de Noether existe un número infinito de cargas conservadas

correspondiendo a un número infinito de simetŕıas [13].

Las transformaciones infinitesimales de (4.2.5) nos dan

z → z′ = z + εn(z) z̄ = z̄′ = z̄ + ε̄n(z̄) (n ∈ Z), (4.2.10)

donde

εn(z) = −zn+1 ε̄n(z̄) = −z̄n+1. (4.2.11)
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Los generadores de las transformaciones infinitesimales son

ln = −zn+1∂z l̄n = −z̄n+1 (n ∈ Z). (4.2.12)

Las relaciones de conmutación de estos generadores infinitesimales forman el álgebra

local conforme, esta está dada por

[lm, ln] = (m− n) lm+n ,[
l̄m, l̄n

]
= (m− n)l̄m+n, (4.2.13)[

lm, l̄n
]

= 0.

Esta álgebra es conocida como el álgebra de Witt. Dado que l′ms y los l̄′ns conmutan,

el álgebra local conforme es una suma directa de dos subálgebras isomorfas Γ⊕ Γ̄ con las

relaciones de conmutación (4.2.13) [13]. Puesto que naturalmente surgen dos álgebras in-

dependientes, consideramos z y z̄ como variables independientes. Correspondiendo a z y z̄,

existen dos copias de esta álgebra, holomorfa y anti-holomorfa, respectivamente, aśı nues-

tra teoŕıa conforme está definida en C2 y es conveniente trabajar el sector holomorfo y

tratar analogamente el sector anti-holomorfo.

El grupo de transformaciones conforme está bien definido, es invertible sobre la esfera

de Riemann, y define el grupo conforme en 2 dimensiones. Este grupo es generado por los

generadores infinitesimales {l−1, l0, l1} ∪ {l̄−1, l̄0, l̄1}. Si consideramos las transformaciones

conforme finitas y (4.2.12), podemos identificar los generadores infinitesimales como:

l−1 y l̄−1 como generadores de traslaciones,

l0 + l̄0 como generador de dilataciones,

i(l0 − l̄0) como generador de rotaciones,

l1 y l̄1 como generadores de transformaciones especiales conformes.

Notar que los generadores de dilatación y rotación son generadores de traslaciones de

r y θ en z = reiθ [30]. La forma finita de estas transformaciones es

z → az + b

cz + d
, con a, b, c, d ∈ C y ab− cd = 1 ,

z̄ → āz̄ + b̄

c̄z̄ + d̄
, con ā, b̄, c̄, d̄ ∈ C y āb̄− c̄d̄ = 1.

Este subgrupo es SL(2,C)
/
Z2
∼= SO(3, 1), y es conocido como el grupo de transfor-

maciones proyectivas, estas son las únicas transformaciones invertibles de todo el espacio

C en si mismo. Llamaremos a este subgrupo: grupo conforme global.
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4.3. Tensor de enerǵıa-momento en CFT

El tensor de enerǵıa-momento Tµν es de gran importancia en teoŕıa de campos conforme

por que junto con OPE determinan el comportamiento de la transformación de otros

campos bajo transformaciones conformes. En una teoŕıa de campos D-dimesional podemos

definir el tensor de enerǵıa-momento via el teorema de Noether o como en (2.1.8), es decir

una variación de la acción con respecto a la métrica:

δS =
1

2

∫
dDx
√
−g Tµνδgµν . (4.3.1)

En general las dos definiciones del tensor de enerǵıa-momento no coinciden, especial-

mente en que la definición via el teorema de Noether el tensor de enerǵıa-momento no

tiene que ser simétrico, pero puede ser mediante la adición de la derivada de un tensor

apropiado lo cual no afecta la conservación enerǵıa-momento, aśı en nuestra definición

Tµν es simétrico y además sin traza, es decir Tµ µ = 0. La conservación enerǵıa-momento

implica que ∂µT
µν = 0.

Lo que ahora nos interesa es el caso D = 2, enfocándonos en esto reescribimos el tensor

de enerǵıa-momento en términos de coordenadas complejas, entonces usando el hecho de

que Tµν es sin traza y simétrico tenemos que

Tzz =
∂xµ

∂z

∂xν

∂z
Tµν =

1

4
(T11 − T22 − 2iT12) (4.3.2)

Tz̄z̄ =
1

4
(T11 − T22 + 2iT12) (4.3.3)

Tzz̄ = Tz̄z =
1

4
Tµ µ = 0. (4.3.4)

Luego, utilizando la conservación del tensor de enerǵıa momento junto con la condición

de no tener traza obtenemos

∂z̄Tzz = 0 ∂zTz̄z̄ = 0, (4.3.5)

lo cual implica que T (z) := Tzz(z) es holomorfa y T̄ (z̄) = T̄z̄z̄ es antiholomorfa. Entonces

usando la fórmula integral de Cauchy dada por

f (n)(ω) =
n!

2πi

∮
f(z)

(z − ω)n+1
dz, (4.3.6)

podemos expandir T (z) de modo que se pueda expresar como una integral de contorno:

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln donde Ln =

∮
dz

2πi
zn+1T (z) (4.3.7)

T (z̄) =
∑
n∈Z

z−n−2L̄n donde L̄n =

∮
dz̄

2πi
z̄n+1T̄ (z̄) (4.3.8)
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El teorema de Noether implica que podemos asociar corrientes conservadas a simetŕıas

continuas. En el caso de simetŕıa conforme esta está dada por (4.2.8), y sabemos que es

conservada por la ecuación (4.2.9).

Considerando D = 2 la corriente puede ser escrita como

Jz = Tzzε(z), Jz̄ = T̄z̄z̄ ε̄(z̄). (4.3.9)

Con la conservación de esta corriente, ∂z̄Jz = ∂zJz̄ = 0, podemos ver que Jz (y Jz̄) es

holomorfa (anti-holomorfa respectivamente). Entonces las cargas conservadas están dadas

por

Qε =

∫
dz

2πi
ε(z)T (z) y Qε̄ =

∫
dz̄

2πi
ε̄(z̄)T̄ (z̄). (4.3.10)

estos son los generadores de las transformaciones infinitesimales conforme en el sentido de

δεε̄φ(ω, ω̄) = [Qε, φ(ω, ω̄)] + [Qε̄, φ(ω, ω̄)]. (4.3.11)

4.4. Campos primarios y cuantización radial

Si consideramos (4.2.6), podemos ver que el elemento de ĺınea ds2 = dz dz̄ se transforma

bajo z → f(z) como

ds2 →
(∂f
∂z

)(∂f̄
∂z̄

)
ds2, (4.4.1)

donde las funciones anaĺıticas escalan como

dz →
(∂f
∂z

)
dz , dz̄ →

(∂f̄
∂z̄

)
dz̄. (4.4.2)

Una generalización de esta ley de transformación esta dada por

Φ(z, z̄)→
(∂f
∂z

)h (∂f̄
∂z̄

)h̄
Φ(f(z), f̄(z̄)) (4.4.3)

donde h y h̄ son números reales. Todo campo que se transforme bajo esta última relación

es conocido como Campo primario de peso conforme (h, h̄). Todos los otros campos son

conocidos como campos secundarios.

Para estudiar la invarianza conforme en teoŕıa cuantica de campos de dimension 2,

debemos considerar las coordenadas Euclideas σ1 y σ2 como coordenadas temporal y es-

pacial respectivamente y llevarlas al plano complejo. Las coordenadas complejas en espacio

Euclideo vienen dadas por ξ = σ1 + iσ2 y ξ̄ = σ1 − iσ2. Para eliminar divergencias, la

coordenada espacial es compactificada como σ2 ≡ σ2 +2π. Lo que resulta es un cilindro en
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Figura 4.1: Mapeo desde el cilindro al plano complejo.

coordenadas (σ1, σ2). Este cilindro puede ser llevado al plano complejo usando el mapeo

conforme

ξ → z = e(σ1+iσ2), ξ̄ → z̄ = e(σ1−iσ2), (4.4.4)

como se puede ver en la figura 4.1. La superficie en el pasado infinito corresponde a z = 0

y futuro infinito a z = ±∞ en la extensión al plano complejo. Superficies de igual tiempo

en el cilindro, es decir σ1 = constante, vienen dados por circulos en el plano complejo

centrados en z = 0 [47].

Para una teoria de campos conforme sobre el z-plano, es interesante observar lo que

ocurre con los operadores que ejecutan mapeos conformes, las dilataciones, por ejemplo,

z → ea z son traslaciones temporales sobre el cilindro, σ1 → σ1 + a. Debido a esto, el

generador de dilatación, 1
2 (l0 + l̄0), sobre el plano complejo puede ser considerado como

el Hamiltoniano para el sistema, y el espacio de Hilbert es construido sobre superficie

de radio constante. Este procedimiento de definir una teoŕıa cuántica en un plano, de la

manera que lo hemos hecho, se conoce como Cuantización radial. En teoŕıa de campos

conforme 2-dimensional, se usa cuantización radial debido a que esta explota al máximo

herramientas como integrales de contorno y analisis complejo para a analizar expansiones

a corta distancia, cargas conservadas, etc. [30].
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4.5. OPE y el álgebra de Virasoro

Considerando que T y T̄ generan transformaciones locales conforme sobre el z-plano,

la carga conservada en cuantización radial viene dada por

Q =
1

2πi

∮ (
dz R(T (z)ε(z)) + dz̄(T̄ (z)ε̄(z))

)
. (4.5.1)

Esta integral de ĺınea esta definida sobre un ćırculo de radio fijo, y por convención,

ambas integraciones dz y dz̄ se consideran en sentido contrario a las agujas del reloj. En

el espacio euclidiano, La cuantificación radial de productos de los operadores A(z) B(w)

se define para |z| > |w|. Este ordenamiento radial es el familiar al ordenamiento temporal

en mecánica cuántica. El operador de ordenamiento radia R se define como

R(A(z)B(z) ) =

 A(z)B(z) si |z| > |w|
B(z)A(z) si |z| < |w|.

(4.5.2)

La variación de cualquier campo esta dada por su conmutador con la carga (4.5.1)

δε,ε̄Φ(w, w̄) =
1

2πi

∮ (
dz ε(z)[T (z),Φ(w, w̄)] + dz̄ ε̄(z̄)[T̄ (z̄),Φ(w, w̄)]

)

=
1

2πi

(∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

)(
dz ε(z)R(T (z)Φ(w, w̄)) + dz̄ ε̄(z̄)R(T̄ (z̄)Φ(w, w̄))

)
(4.5.3)

=
1

2πi

∮ (
dz ε(z)R(T (z)Φ(w, w̄)) + dz̄ ε̄(z̄)R(T̄ (z̄)Φ(w, w̄))

)

La integración anterior es sobre un contorno de un radio determinado, pero estos pue-

den ser deformados, como en la figura 4.2, para tener una integración sobre un contorno

cerrado.

Bajo una transformación infinitesimal conforme de la forma z → z+ε(z), z̄ → z̄+ ε̄(z),

considerando (4.4.3) y (4.5.3) la variación de un campo primario Φ, δε,ε̄Φ(w, w̄) es

δε,ε̄Φ(w, w̄) =
(

(h∂wε(w) + ε(w)∂w) + (h̄∂̄w̄ε̄(w̄) + ε̄(w̄)∂w̄)
)

Φ(w, w̄) (4.5.4)

Notar que para obtener el resultado esperado hemos aplicado tambien la fórmula de la

integral de Cauchy dada por (4.3.6).

Si comparamos este resultado con (4.5.3), podemos inferir la Expansión en producto

de operadores, OPE (esta sigla viene dada por su versión en inglés: Operator Product

Expansion) de un campo primario con el tensor de enerǵıa momento usando el teorema
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Figura 4.2: Diferencia de la integración sobre contorno cerrado dibujado alrededor del

origen y excluyendo el punto en w. El resultado es una única integral de contorno alrededor

del punto w.

del residuo:

R(T (z)Φ(w, w̄)) =
h

(z − w)2
Φ(w, w̄) +

1

(z − w)
∂wΦ(w, w̄) + · · ·

(4.5.5)

R(T̄ (z)Φ(w, w̄)) =
h̄

(z̄ − w̄)2
Φ(w, w̄) +

1

(z̄ − w̄)
∂w̄Φ(w, w̄) + · · ·

Las OPEs (4.5.6) se pueden utilizar como una definición alternativa de un campo

primario [47]. El śımbolo R lo dejaremos de utilizar a partir de ahora, y asumiremos la

expansión en producto de operadores es radialmente ordenada. Las OPEs entonces se

convierten en [30]:

T (z)Φ(w, w̄) =
h

(z − w)2
Φ(w, w̄) +

1

(z − w)
∂wΦ(w, w̄) + · · ·

(4.5.6)

T̄ (z)Φ(w, w̄) =
h̄

(z̄ − w̄)2
Φ(w, w̄) +

1

(z̄ − w̄)
∂w̄Φ(w, w̄) + · · ·

De particular interés es la OPE del tensor de enerǵıa momento con śı mismo y como

determina propiedades de T (z) bajo una transformación conforme. Esta esta dada por

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2

(z − w)2
T (w) +

1

(z − w)
∂wT (w)

(4.5.7)

T̄ (z̄)T̄ (w̄) =
c̄/2

(z̄ − w̄)4
+

2

(z̄ − w̄)2
T̄ (w̄) +

1

(z̄ − w̄)
∂w̄T̄ (̄w)

donde c es una constante y resulta ser la carga central.

En la sección 4.3, hemos definido la expansion de Laurent del tensor de enerǵıa momen-

to en términos de los generadores Ln y viceversa (4.3.7). Las relaciones de conmutación
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de estos operadores, y por lo tanto el álgebra que generan, pueden ser determinados cono-

ciendo las OPEs entre los operadores. Consideremos los campos holomorfos a(z) y b(w) y

la integral ∮
Cw

dz a(z)b(w) (4.5.8)

donde la integración es sobre el contorno de circulos en sentido antihorario alrededor de

w, y suponemos un ordenamiento radial de los campos (4.5.2), tal como lo hemos hecho

hasta ahora. Esta integral se puede dividir en dos como la diferencia de dos integraciones

de contornos en direcciones opuestas, esto nos da el conmutador:∮
Cw

dz a(z)b(w) =

∮
C1

dz a(z)b(w)−
∮
C2

dz b(w)a(z)

= [A, b(w)] (4.5.9)

donde A esta definido como la integral de contorno A =
∮
a(z) dz, y C1 y C2 son contornos

de tiempo fijo alrededor del origen.

Si consideramos tambien B =
∮
b(z) dz, el conmutador de dos operadores, [A,B], que

son integrales de campos holomorfos, se puede determinar integrando (4.5.9) alrededor de

w [14]:

[A,B] =

∮
Co

dw

∮
Cw

dz a(z)b(w). (4.5.10)

Este conmutador (4.5.10) lo evaluamos sustituyendo las OPEs de un a(z) y b(w), de

los cuales sólo términos en 1/(z − w) contribuyen, por el teorema de los residuos [14].

Ahora tenemos las herramientas necesarias para escribir el álgebra de los generadores

conforme en la teoŕıa cuantizada, es decir los conmutadores de los Lns del tensor de enerǵıa

moneto definidos en (4.3.7). Usando la relación (4.5.10) y la OPE (4.5.8):

[Ln, Lm] =

[
1

2πi

∮
dz T (z)zn+1 ,

1

2πi

∮
dw T (w)wm+1

]

=
1

2πi

∮
dwwm+1 1

2πi

∮
Cw

dz zn+1

(
c/2

(z − w)4
+

2

(z − w)2
T (w) +

∂wT (w)

(z − w)

)

=
1

2πi

∮
dwwm+1

( c
12
wn−2(n3 − n) + 2(n+ 1)T (w)wn + wn+1∂wT (w)

)

=
c

12
(n3 − n) δn+m,0 + 2(n+ 1)Lm+n −

1

2πi

∮
dwwn+m+2∂wT (w)

donde Cw es un pequeño ćırculo alrededor de w, mientras que la integral sobre dw es

alrededor del origen. Después de la integración por partes la última integral contribuye a
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Lm+n. Aplicando el mismo procedimiento los generadores antiholomorfas obtenemos

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0,[

L̄n, L̄m
]

= (n−m)L̄n+m +
c̄

12
(n3 − n)δn+m,0, (4.5.11)[

[Ln, L̄m
]

= 0.

Nos encontramos con dos copias de un álgebra de dimensión infinita llamada álgebra de

Virasoro. Esta depende de la carga central de la teoŕıa de campos conforme (usualmente

c = c̄). Las relaciones de conmutación entre L±1 y L0 no dependen de la carga central, y

concuerdan con las conmutaciones clásicas entre l±1 y l0. La razón de esto es que generan

las transformaciones globales.
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Caṕıtulo 5

Fórmula de Cardy

La fórmula de Cardy nos entrega la entroṕıa de una teoŕıa de campos conforme bi-

dimensional. Analizaremos en este caṕıtulo todos los antecedentes necesarios para poder

obtenerla. Invarianza modular y la función de partición son revisadas con el fin de en-

tender uno de los resultados principales de Cardy que implica una invarianza modular de

una función de partición para poder derivar esta fórmula para la entroṕıa. Revisaremos

el resultado el Brown-Hennaux y veremos uno de los resultados de Strominger el cual fue

calcular la entroṕıa de un agujero negro BTZ utilizando tanto la fórmula de Cardy como

el postulado de Brown y Hennaux.

5.1. Invarianza Modular

Hasta ahora hemos visto teoŕıa de campos conforme sobre el plano complejo el cual es,

agregandole un punto en el infinito, topológicamente equivalente a la esfera de Riemann,

asignándole aśı a esta la representación geométrica de los números complejos. La esfera de

Riemann es una superficie de Riemann de género g = 0. En la teoŕıa de fenómenos cŕıticos

el caso g = 1 es de relevancia f́ısica ya que el toro es equivante a un plano con condiciones

de borde periódicas en dos direcciones.

Entonces, si consideramos el caso g = 1, estamos hablando de teoŕıa de campos confor-

me sobre el toro. La forma más conveniente de representar un toro para usarlo en teoŕıa

de campos conforme es en términos de un plano complejo módulo un lattice. Aśı pode-

mos ver el toro como un paralelógramo con vértices (0, 1, τ, τ + 1) con sus lados opuestos

identificados, esto es sobre el plano complejo obtener el toro identificando ω ∼ ω+n+mτ

donde τ = τ1 + iτ2 ∈ C con τ1, τ2 ∈ R, n,m ∈ Z. El lattice es visto en la figura 5.1.

Esta construcción nos da una estructura compleja sobre el toro la cual es necesaria para
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Figura 5.1: (i) Representación de un toro en una región rectangular del z-plano complejo

con identificaciones. (ii) Pegando los lados verticales de la región rectangular obtenemos un

cilindro. (iii) Pegando la parte superior con la parte inferior del cilindro (que correspond́ıan

a los lados horizontales de la región rectangular) obtemos un toro.

definir una teoŕıa de campos conforme sobre este. El parámetro τ que parametriza el toro

es llamado parámetro modular.

El grupo de transformaciones del parámetro modular τ que dan lugar a la misma es-

tructura compleja del toro son llamadas transformaciones modulares. El lattice generado

por 1 y τ está dada por {m · 1 + n · τ |m,n ∈ Z}. De manera clara podemos ver que

obtenemos el mismo lattice si reemplazamos τ por τ + 1, lo cual corresponde a la trans-

formación modular T : τ → τ + 1.

Se podŕıa también considerar un paralelógramo equivalente formado por (0, τ, τ+1, 2τ+

1). Para traer esto a la forma convencional con un vértice en el 1, tenemos que multiplicar

por 1
τ+1 lo cual deja la estructura compleja del toro invariante. Todo esto nos lleva a un

toro con parámetro modular τ
τ+1 .

Si consideramos U : τ → τ
τ+1 , las transformaciones T y U generan un grupo de

transformaciones, conocido con grupo modular, dado por

τ → aτ + b

cτ + d
,

 a b

c d

 ∈ SL(2,Z) (5.1.1)

donde a, b, c, d ∈ Z, y ad − bc = 1. Como τ es invariante bajo cambios de signo de

a, b, c, d en (5.1.1), el grupo modular es SL(2,Z)
/
Z2

.
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En lugar de la transformación modular antes mencionada U : τ → τ
τ+1 , por convención

se considera la combinación S = T −1 U T −1 : τ → − 1
τ . Luego, S y T pueden ser

representados explicitamente como:

T =

 1 1

1 0

 , S =

 0 1

−1 0

 . (5.1.2)

Las dos transformaciones modulares

T : τ → τ + 1 y S : τ → −1

τ
(5.1.3)

con (ST )3 = 1, S2 = 1

generan el grupo modular del toro. Un elemento general esta dado por (5.1.1).

Entonces, en el proceso de llevar del plano al toro, el único parámetro a considerar es

el parámetro modular τ .

5.2. Función de Partición

Se busca ahora una función de partición (es decir el vaćıo funcional, en el espacio de

Minkowski). Una función de partición es usada para describir propiedades estáticas de un

sistema en equilibrio termodinámico, tales como presión, entroṕıa (grados de libertad),

enerǵıa libre y enerǵıa total.

Se le llama ensamble canónico, al conjunto de los posibles estados de un sistema (con-

junto de part́ıculas) que intercambia enerǵıa térmica con el ambiente, pero no materia.

El volumen que ocupa y su número de part́ıculas es constante, además en el equilibrio, el

sistema permanece a temperatura constante, y se puede considerar que está en contacto

térmico con un baño térmico. En el ensamble canónico la función de partición está dada

por

Z =
∑
n

e−βEn . (5.2.1)

La suma anterior (5.2.1) se ha realizado sobre los n de microestados, En representa

la enerǵıa del microestado n y β se define como β = 1
κBT

, donde κB es la constante de

Boltzman. Como las enerǵıas del sistema son valores propios del Hamiltoniano, podemos

escribir (5.2.1) como

Z = Tr e−βH , (5.2.2)
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y cuya generalización, al verlo como una función del parámetro modular L · τ , viene dado

por

Z(τ) = Tr e−τ2LHe−τ1LP . (5.2.3)

Aqúı el Hamiltoniamo H genera una traslación a lo largo del eje imaginario y el ope-

rador momento P genera una traslación en el eje real del plano complejo. Tanto H como

P son generadores de traslaciones en el tiempo (τ) y el espacio (σ) respectivamente [47].

Notar además que estamos tratando el toro como la identificación de los extremos abiertos

de un cilindro finito de circunferencia L [30].

Queremos ahora, encontrar expresiones para el Hamiltoniano y el operador momento

sobre el cilindro en términos de los generadores del álgebra de Virasoro en el plano, estos

pueden ser calculados a partir del tensor de enerǵıa momento [48] v́ıa

H =
1

2π

∫ L

0

dσ T ∗ττ (σ) y P =
1

2π

∫ L

0

dσ T ∗τσ(σ) (5.2.4)

donde T ∗ representa el tensor de enerǵıa momento sobre el cilindro. Usando (4.5.8) y

(4.5.3) podemos ver [47] que las expresiones para H y P en términos de los generadores

L0 y L̄0 son

H =
2π

L

(
(L0 −

c

24
) + (L̄0 −

c̄

24
)
)

y (5.2.5)

P = −2πi

L

(
(L0 −

c

24
)− (L̄0 −

c̄

24
)
)
. (5.2.6)

Aśı para la expresión (5.2.3), la función de partición viene dada por

Z(τ, τ̄) = Tr e2πiτ(L0− c
24 )−2πiτ̄(L̄0− c̄

24 ) (5.2.7)

= Tr qL0− c
24 q̄L̄0− c̄

24 (5.2.8)

= q−
c
24 q̄−

c̄
24 Tr qL0 q̄L̄0 , (5.2.9)

donde q = e2πiτ y q̄ = e−2πiτ̄ .

La función de partición es modularmennte invariante bajo la transformación T y puede

ser utilizada para derivar la fórmula de Cardy.

5.3. Derivación de la fórmula de Cardy

En ensamble microcanónico, un sistema termodinámico aislado que mantiende el núme-

ro de particulas N , volumen V y enerǵıa total E constantes, la entroṕıa es esencialmente el
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logaritmo de la densidad de estados ρ(E). Para determinar esta cantidad usaremos uno de

los resultados de Cardy: manipularemos la invarianza modular de la función de partición

de una teoŕıa de campos conforme bidimensional. Utilizaremos de referencia la derivación

hecha por Carlip [49,50].

Comenzamos con una teoŕıa conforme de campos con carga central c, con el álgebra

de Virasoro estandar (4.5.11). Un resultado básico de Cardy es que la cantidad

Z0(τ, τ̄) = Tr e2πi(L0− c
24 )τe−2πi(L̄0− c

24 )τ̄ (5.3.1)

es invariante bajo transformaciones modulares, en particular invariante bajo la trans-

formación τ → − 1
τ . Ahora, la función de partición en el toro del módulo τ = τ1 + iτ2

es

Z(τ, τ̄) = Tr e2πiτL0e−2πiτ̄L̄0 =
∑

ρ(∆, ∆̄)e2πi∆τe−2πi∆̄τ̄ . (5.3.2)

donde ρ es el número de estados con valores propios ∆, ∆̄ para los generadores del álgebra

de Virasoro L0, L̄0.

Ahora podemos determinar ρ de Z por integración de contorno. Consideraremos τ y τ̄

como variables independientes complejas (esto no es necesario, pero simplifica el cálculo),

hacemos

q = e2πiτ , q̄ = e2πiτ̄

y entonces

ρ(∆, ∆̄) =
1

(2πi)2

∮
dq

q∆+1

dq̄

q̄∆̄+1
Z(q, q̄). (5.3.3)

Vamos dejar la dependencia de τ̄ , solo para simplificar la notación, y volveremos a ella

solo al final del cálculo. Un punto importante a tener en cuenta es que

Z(τ) = e
2πic
24 τZ0(τ). (5.3.4)

Utilizaremos la invariancia modular de Z0 para volver a escribir la integral de contorno

en una forma adecuada para una aproximación a través del método de punto de silla:

Z(τ) = e
2πic
24 τZ0(−1/τ) = e

2πic
24 τe

2πic
24

1
τ Z(−1/τ) (5.3.5)

y aśı

ρ(∆) =

∫
dτ e−2πi∆τe

2πic
24 τe

2πic
24

1
τ Z(−1/τ). (5.3.6)
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La clave para una aproximación de punto de silla es separar el integrando en una fase

que vaŕıa rápidamente y un prefactor de variación lenta. Z(−1/τ) vaŕıa lentamente cerca

del valor extremo de la fase. Para valores grandes de ∆, el valor extremo del exponente es

τ ≈ i
√
c/24∆ . (5.3.7)

Sustituyendo (5.3.7) dentro de la integral, obtenemos

ρ(∆) ≈ exp

{
2π

√
c∆

6

}
+ términos de orden mayor, (5.3.8)

Considerando ahora la dependencia de τ y τ̄ del término exponencial de (5.3.8) y

tomando el logaritmo natural, tenemos que

S = ln ρ(∆, ∆̄) = 2π

√
c∆

6
+ 2π

√
c̄∆̄

6
(5.3.9)

expresión que se conoce como la Fórmula de Cardy estándar.

5.4. Simetŕıas asintóticas (Brown-Hennaux)

En relatividad general, el concepto de simetŕıa asintótica, o simetŕıa global, juega un

rol fundamental. Las simetŕıas asintóticas son por definición aquellas transformaciones de

gauge que dejan las configuraciones del campo bajo consideración asintóticamente inva-

riante [18], teniendo en cuenta que una transformación de gauge es una transformación de

algún grado de libertad interno, que no modifica ninguna propiedad observable f́ısica.

En el año 1986 Brown y Henneaux [18], consideraron el espacio Anti de Sitter (AdS3)

en tres dimensiones, estudiaron sus simetrás asintóticas y encontraron que ellas forman

dos copias del álgebra de Virasoro con carga central c = 3l
2G .

Para estudiar este resultado, consideraremos una teoŕıa gravitatoria en tres dimensiones

acoplada a materia, siguiendo [17], esto está descrito por la acción

S =
1

16πG

∫
d3x
√
−g
(
R+

2

l2

)
+ Sm, (5.4.1)

donde Sm es la acción de materia, la constante cosmológica es Λ = − 1
l2 y se han omitido

términos de superficie. La acción de materia no va a jugar un papel importante, pero lo

incluimos aqúı para subrayar la generalidad de estas consideraciones. Nos interesa una

descripción semiclásica, la cual requiere que la constante cosmológica sea pequeña en

unidades de Planck, es decir l >> G. Para la acción (5.4.1) tenemos la solución
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ds2 = −
(
r2

l2
+ 1

)
dt2 +

(
r2

l2
+ 1

)−1

dr2 + r2dφ2, (5.4.2)

donde φ tiene periodo 2π. Con el fin de definir una teoŕıa cuántica sobre AdS3, debemos

especificar condiciones de frontrera en el infinito, esto es [18]

gtt = −r
2

l2
+O(1),

gtφ = O(1),

gtr = O(
1

r3
), (5.4.3)

grr =
l2

r2
+O(

1

r4
),

grφ = O(
1

r3
),

gφφ = r2 +O(1).

Los difeomorfismos permitidos son generados por campos vectoriales ζµ(r, t, φ) los cua-

les preservan (5.4.3). Estos son de la forma

ζt = `(T+ + T−) +
`3

2r2
(∂2

+T
+ + ∂2

−T
−) +O(

1

r4
),

ζφ = T+ − T− − `2

2r2
(∂2

+T
+ − ∂2

−T
−) +O(

1

r4
), (5.4.4)

ζr = −r(∂+T
+ + ∂−T

−) +O(
1

r
),

donde 2∂± ≡ l ∂∂t ±
∂
∂φ y preservar (5.4.3) requiere que T± dependa de r, φ y t como

T±(r, t, φ) = T±( t` ± φ) tal que ∂±T
∓ = 0.

Difeomorfismos con T± = 0 caen rápidamente en el infinito y deben ser considerados

“transformaciones de gauge puras”. Los difeomorfismos con T± distinto de cero, módulo

transformaciones de gauge puras, comprenden el grupo de simetŕıa asintótica. Denotando

los generadores de estos difeomorfismos como Ln y L̄n, con −∞ < n < ∞, donde Ln y

L̄n generan los difeomorfismos con T+ = ein( tl+φ) y T− = ein( tl−φ) respectivamente. Estos

generadores obedecen

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0,[

L̄m, L̄n
]

= (m− n)L̄m+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0, (5.4.5)[

Lm, L̄n
]

= 0,

con

c =
3l

2G
, (5.4.6)
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donde (5.4.5) es por supuesto el álgebra de Virasoro (4.5.11). Dado que los estados f́ısicos

de la gravedad cuántica sobre AdS3 deben formar una representación de esta álgebra,

tenemos que: cualquier teoŕıa cuántica gravitatoria en AdS3 es una teoŕıa conforme de

campos en dos dimensiones con carga central (5.4.6.)

5.5. Fórmula de Cardy para el agujero negro BTZ

Strominger [17], considerando la carga central de Brown-Henneaux demostró que la

entroṕıa de un agujero negro BTZ, visto en el caṕıtulo 2, obtenida a través de la fórmula

de Cardy, coincide con la entroṕıa de Bekenstein-Hawking. Sabemos que el agujero negro

BTZ es una solución de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo con constante cosmológica

Λ = −1/l2. El espacio-tiempo asintóticamente BTZ es asintóticamente AdS3 donde su

simetŕıa asintótica se rige por dos copias del álgebra de Virasoro con carga central

c = c̄ =
3l

2G
. (5.5.1)

Como mencionamos en la sección 4.2, dilataciones y rotaciones están generadas por

L0 + L̄0 y L0 − L̄0 respectivamente. Para la métrica BTZ las dilataciones corresponden a

la masa M y las rotaciones al momento angular J . En términos de los valores propios de

los generadores del álgebra de Virasoro, M y J están dados por

Ml = ∆ + ∆̄ J = ∆ + ∆̄. (5.5.2)

Invirtiendo estas relaciones encontramos expresiones para los valores propios

∆ =
Ml + J

2
∆̄ =

Ml − J
2

. (5.5.3)

Con esta estructura, podemos estudiar la termodinámica de un agujero negro BTZ,

ver que cumple con la primera ley de la termodinámica (3.1.1) es importante, pero es-

pećıficamente lo que nos interesa a nosotros es la entroṕıa, la cual calcularemos para un

agujero negro BTZ, en sus versiones no rotante y rotante, a través de la fórmula de Cardy

(5.3.9) [30].

En una agujero negro BTZ no rotante (J = 0), la expresión para su masa está dada

por

M =
r2
+

18Gl2
, (5.5.4)

la cual al sustituirla en (6.3.10) nos dan valores para los generadores del álgebra de Vira-

soro:

∆ = ∆̄ =
r2
+

16Gl
. (5.5.5)
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Aśı usando (5.5.1) y (5.5.5), la fórmula de Cardy (5.3.9) nos da

S =
2πr+

4g
, (5.5.6)

la cual corresponde a la entroṕıa de Bekenstein-Hawking (3.3.2).

Para el caso BTZ rotante, las expresiones que determinan su masa y momento angular

son

M =
r2
+ + r2

−
8Gl2

J =
r+r−
4Gl

. (5.5.7)

Sustituyendo estas en (6.3.10) y simplificando tenemos

∆ =
(r+ + r−)2

16Gl
∆̄ =

(r+ − r−)2

16Gl
, (5.5.8)

los cuales al reemplazarlos en (5.3.9) obtenemos que nuestra entroṕıa calculada por la

fórmula de Cardy corresponde también a la entropia de Bekenstein-Hawking (3.3.2) para

agujeros negros BTZ rotantes, tal como se esperaba.
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Caṕıtulo 6

Métricas anisotrópicas

6.1. Correspondencia AdS/CFT no relativista

Durante la última década, ha existido un cierto interés en extender las ideas relacio-

nadas a la correspondencia relativista estándar AdS/CFT [19] a la f́ısica no relativista

con el fin de obtener una mejor comprensión de la f́ısica de materia condensada, y par-

ticularmente de sistemas f́ısicos que exhiben una escala dinámica cerca de puntos fijos.

Estos últimos se caracterizan por una invariancia bajo una simetŕıa de reescalamiento con

diferentes pesos entre el espacio y el tiempo, lo que se lee

t→ λz t, ~x→ λ~x. (6.1.1)

La constante z se denomina exponente dinámico y refleja la simetŕıa anisotrópica. En

analoǵıa con el caso de AdS, la métrica dual de gravedad en D−dimensional (también

conocida como la métrica de Lifshitz [22]) esta dada por

ds2 = −
(r
l

)2z

dt2 +
l2

r2
dr2 +

r2

l2

D−2∑
i=1

dx2
i , (6.1.2)

podemos ver que la transformación anisotrópica de escala (6.1.1) junto con la regla r →
λ−1r actúan como isometŕıa para esta métrica.

Poco tiempo después de la introducción de la métrica base de Lifshitz (Lifshitz back-

ground) (6.1.2), se observó que, en contraste con el caso estándar de AdS z = 1, esta

métrica no es solución de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, y en su lugar requiere la

introducción de alguna fuente de materia o considerar términos de curvatura de orden su-

perior [22]. Efectos de temperatura finita se introducen por medio de agujeros negros tipo

Lifshitz, es decir, a métricas de agujero negro cuyo comportamiento asintótico reproduce la
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métrica base de Lifshitz (6.1.2). Hasta ahora, se han reportado una variedad relativamen-

te importante de soluciones de agujeros negros tipo Lifshitz en la literatura actual, por

ejemplo, para la teoŕıa nueva gravedad masiva en tres dimensiones introducida en [45],

existe una solución de agujero negro tipo Lifshitz con exponente dinámico z = 3 [51].

Generalizaciones a dimensión mayor de esta solución en el vaćıo se han derivado en [52]

para correcciones cuadráticas más generales de la gravedad de Einstein. En teoŕıas gra-

vitatorias conformes en cuatro dimensiones, se construyeron agujeros negros tipo Lifshitz

para exponentes dinámicos z = 0 y z = 4 en [53] y sus versiones cargadas eléctricamente

han sido recientemente estudiadas en [54]. Agujeros negros tipo Lifshitz para las teoŕıas

cúbicas han sido investigados en [55] aśı como para contracciones del tensor de Weyl [56].

Se han obtenido ejemplos de soluciones de agujero negro tipo Lifshitz cargadas en pre-

sencia de fuentes abelianas [57, 58], en el caso de una teoŕıa de Maxwell-Proca [59] o más

generalmente para la electrodinámica no ĺıneal [60].

Existen teoŕıas provistas de lo que se llama un hiperescalamiento, en estas teoŕıas

la entroṕıa S escala con la temperatura T como S ∼ T d−2, y en caso de Lifshitz el

hiperescalamiento está dado por

S ∼ T
d−2
z , (6.1.3)

donde debemos notar que d− 2 la dimensionalidad espacial y z el exponente dinámico.

Una violación a esta ley (6.1.3) surge al considerar las llamadas transiciones de fase

cuánticas, las cuales son transiciones que se producen entre dos fases diferentes a tempe-

ratura cero. Esta violación al hiperescalamiento se refleja en el hecho de que la entroṕıa

vaŕıa con respecto a la temperatura como [61–63]

S ∼ T
deff
z , (6.1.4)

donde a deff es la dimensionalidad espacial efectiva, y donde z es el exponente dinámico

responsable de la anisotroṕıa del sistema (6.1.1). En el caso Lifshitz, la dimensionalidad

espacial efectiva tiene un valor fijo que depende de la dimensión, este es deff = D − 2.

Estos sistemas son descritos por la llamada métrica de violación al hiperescalamiento

cuyo elemento de ĺınea está relacionado con la métrica de Lifshitz como

ds2 =
1

r
2θ
D−2

[
−
(r
l

)2z

dt2 +
l2

r2
dr2 +

r2

l2

D−2∑
i=1

dx2
i

]
, (6.1.5)

donde ahora las transformaciones (6.1.1) junto con r → λ−1r actúan más bien como una

transformación conforme, ds2 → λ2θ/(D−2)ds2. Ejemplos de agujeros negros de violación al

hiperescalamiento son conocidos en la literatura [64–69]. Como se muestra a continuación,
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en el caso de violación al hiperescalamiento, la dimensionalidad espacial efectiva depen-

derá expĺıcitamente del exponente de violación al hiperescalamiento θ, y esta dependencia

variará en función de la teoŕıa de gravedad considerada. Por ejemplo, en el caso de la

gravedad de Einstein estándar tridimensional con fuente, tenemos deff = 1− θ [68], mien-

tras que para teoŕıas de gravedad cuadráticas (o cúbicas) en tres dimensiones tendremos

deff = 1 + θ (respectivamente deff = 1 + 3θ).

6.2. Rotación de Wick

La rotación de Wick es un instrumento muy útil en teoŕıa cuántica de campos. Por

medio de una rotación del eje el tiempo t se reemplaza por iτ . Esto convierte el espacio

de Minkowsk en espacio euclideano. Su utilidad proviene de que ciertas expresiones (ta-

les como integrales de camino) están mejor definidas en la teoŕıa euclideana. La rotación

de Wick es una herramienta bien controlada en teoŕıa cuántica de campos, por lo menos

siempre y cuando uno la aplique al espacio-tiempo plano (o estacionario). La idea de apli-

car la rotación de Wick al espacio de las métricas lorentzianas (para obtener el espacio

de las métricas euclideanas) es muy interesante e ingeniosa; sin embargo, constituye un

procedimiento muy diferente al de aplicar una rotación de Wick en la teoŕıa cuántica de

campos. Es realmente una rotación de Wick en un nivel muy distinto [70].

En D dimensiones, es decir considerando las coordenadas (t, x1, x2, · · · , xD−1), este

procedimiento requiere una elección de t y rompe la covarianza de Lorentz. Aśı, el proceso

de Rotación de Wick debe ser visto de la siguiente manera [71]:

· Comenzamos con una teoŕıa en el espacio de Minkowski D-dimensional con coor-

denadas xµ, simetŕıa del grupo especial ortogonal SO(1, D − 1) y métrica ηµν =

diag(−1, 1, 1, · · · , 1).

· Seleccionamos una coordenada temporal t tal que tengamos coordenadas (t, x1, x2, · · · , xD−1).

· Realizamos la rotación de Wick: t→ iτ .

· El resultado es una teoŕıa en el espacio euclidiano D-dimensional. Debemos notar

que las únicas rotaciones espaciales tangentes permitidas son el grupo SO(D − 1)

heredado de la teoŕıa de Minkowski.

Aśı, si consideramos el espacio de Minkowski en cuatro dimensiones

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (6.2.1)
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y la métrica euclideana 4-dimensional

ds2 = dτ2 + dx2 + dy2 + dz2 (6.2.2)

son equivalentes si permitimos a la coordenada t asumir valores imaginarios. La métrica

de Minkowski se convierte en euclidiana cuando t se limita al eje imaginario, y viceversa.

Solitones gravitacionales, siendo regulares en todas partes, se pueden obtener de una

doble rotación de Wick de un agujero negro [72].

6.3. Masa del Solitón y su rol en el crecimiento asintóti-

co del número de estados

En la derivación de Strominger de la expresión de la entroṕıa de Bekenstein-Hawking

para entroṕıa del agujero negro BTZ a través de la foŕmula de Cardy (sección 5.5), el

estado fundamental es identificado como el espacio tiempo AdS3, cuya masa es negativa

y está dada por M0 = − 1
8G . Esto crea una brecha en el espectro de la enerǵıa dada por

la masa del agujero negro y la masa AdS3, identificada ahora como la enerǵıa del estado

fundamental. Esto permite obtener una fórmula para el crecimiento asintótico del número

de estados, ya que esta brecha garantiza que la función de partición es dominada por el

estado fundamental, lo que permite aproximar la densidad de estados a través del método

de punto de silla.

En los Art́ıculos [20, 21] los autores extienden esta idea: para un valor fijo de la masa

M sabemos que existen (al menos) dos tipos diferentes de agujeros negros estáticos y

circularmente geométricos:

· Agujero negro BTZ (en el vaćıo) (2.3.41).

· Agujero negro con pelo (con un campo escalar encendido, por ejemplo).

Ambos dependen de solo una constante de integración y no pueden ser deformados

suavemente uno en el otro. A modo de ejemplo, consideremos la acción de Einstein-Hilbert

con un campo escalar minimamente acoplado, que en tres dimensiones es

I[gµν , φ] =
1

πG

∫
d3x
√
−g
[
R

16
− 1

2
(∇φ)2 − V (φ)

]
, (6.3.1)

donde el potencial viene dado por la expresión

V (φ) = − 1

8l2
(
cosh6 φ+ ν sinh6 φ

)
, (6.3.2)
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para el cual el parámetro ν se llama parámetro de auto-interacción. Notar que si el campo

escalar es nulo, la métrica BTZ es una solución de esta acción en el vaćıo. Para ν ≥ −1,

existe una solución de agujero negro con pelo, estática y circularmente geométrica dada

en (CITA), esta viene dada por

ds2 = −
(

H

H +B

)2

F (r)dt2 +

(
H +B

H + 2B

)2
dr2

F (r)
+ r2dϕ2 , (6.3.3)

donde

H(r) =
1

2

(
r +

√
r2 + 4Br

)
,

F (r) =
H2

l2
− (1 + ν)

(
3B2

l2
+

2B3

l2H

)
y el campo escalar no trivial es

φ(r) = arctanh

√
B

H(r) +B
. (6.3.4)

Aqúı B es una constante de integración positiva y las coordenadas están definidas en

−∞ < t < ∞, r > 0 y 0 ≤ ϕ < 2π. Notar que como dijmos anteriormente, tanto la solu-

ción como el campo escalar dependen de una constante de integración, y si apagamos el

campo escalar (B = 0), no recuperamos la métrica BTZ como se esperaŕıa. Por todo esto,

el campo escalar no puede ser apagado. Esta última observación sugiere que los agujeros

negros, BTZ y con pelo, pertenecen a diferentes sectores desconectados [21].

Luego, para un valor fijo de la masa, la fórmula de Cardy no reproduce la suma de la

entroṕıa de un agujero negro en el vaćıo y uno con pelo, solo reproduce la entroṕıa que

corresponde al sector vaćıo, por lo que el espacio-tiempo AdS3 debe considerarse como

un estado fundamental solo para este sector [20]. Debido a esto, los autores afirman que

si queremos resproducir la entroṕıa de un agujero negro con pelo a través de la fórmula

de Cardy el sector caracterizado por el pelo debe poseer un estado fundamental distinto

desconectado del vaćıo.

Si miramos lo que ocurre en el sector vaćıo, el estado fundamental del sector con pelo

debe ser suave, regular y no tener constantes de integración, requisito que cumple una

solución asociada a un solitón gravitacional. En este sector y considerando como estado

fundamental el solitón, el espectro de la enerǵıa consiste de una brecha formada principal-

mente por la enerǵıas del agujero negro y del estado fundamental.

Si consideramos ahora su teoŕıa dual, en [73] se expone una fórmula para la densidad

de estado de la forma:

S = 2π

√
ceff∆eff

6
+ 2π

√
c̄eff∆̄eff

6
(6.3.5)
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donde

ceff = c− 24∆0 , ∆eff = ∆− c

24
,

c̄eff = c− 24∆̄0 , ∆̄eff = ∆̄− c̄

24
. (6.3.6)

Al igual que en toda tesis, ∆ y ∆̄ corresponden a los valores propios de L0 y L̄0, de ellos ∆0

y ∆̄0 son los de menor valor. Además se asume que el estado fundamental es no degenerado.

Notar que en el caso en que ∆0 = ∆̄0 = 0, la expresión (6.3.5) se reduce a la fórmula de

Cardy estándar(5.3.9), lo cual corresponde al caso del agujero negro BTZ previamente vis-

to, donde el estado fundamental para este sector vaćıo corresponde al espacio-tiempo AdS.

Siguiendo con esta idea, en [20] consideran los operadores de Virasoro desplazados

L∗0 = L0 −
c

24
y L̄∗0 = L̄0 −

c̄

24
, (6.3.7)

lo que permite escribir la fórmula (6.3.5) como

S = 4π
√
−∆∗0∆∗ + 4π

√
−∆̄∗0∆̄∗. (6.3.8)

donde claramente ∆∗0 y ∆̄∗0 representan los menores valores de los autovalores ∆∗ y ∆̄∗

de los operadores L∗0 y L̄∗0. Debemos notar que la expresión (6.3.8) está definida solo para

valores de ∆∗0 y ∆̄∗0 negativos, esto último junto a unitariedad nos lleva a

− c

24
≤ ∆∗0 ≤ 0 , − c̄

24
≤ ∆̄∗0 ≤ 0. (6.3.9)

Destacamos entonces que ahora, el crecimiento asintótico del número de estados puede

también ser obtenido si solo conocemos el espectro de los operadores de Virasoro sin hacer

ninguna referencia expĺıcita a las cargas centrales [20].

Queremos una expresión para entroṕıa de agujeros negros con pelo, esto puede ser

obtenido si asumimos que tanto ∆∗0 como ∆̄∗0 están determinados por las cargas globales

de su correspondiente solitón [21], aśı que de acuerdo con las ecuaciones 6.3.10 tenemos

∆∗ =
Ml + J

2
, , ∆̄∗ =

Ml − J
2

. (6.3.10)

Entonces, para el sector hairy, donde el estado fundamental es descrito por un solitón

gravitacional, para el cual

∆∗0 = ∆̄∗0 =
l

2
Msol. (6.3.11)

donde Msol representa la masa del solitón. Visto todo esto, para agujeros negros con pelo

estáticos , considerando ∆ = ∆̄ = l
2M , donde M es asociada a la masa del agujero negro
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Figura 6.1: El crecimiento asintótico del número de estados puede ser escrito exclusiva-

mente en términos del espectro de los operadores de Virasoro desplazados.

con pelo, podemos ver que la ecuación (6.3.8) se reduce a

S = 4πl
√
−MsolM ,

la que nos entrega la entroṕıa obtenida a través del crecimiento asintótico de estados para

el sector con pelo.

Por lo tanto, para valores fijos de las cargas globales, se confirma que la entroṕıa total

proviene de la contribución de cada sector [20,21].

6.4. Teoŕıa de campos con escalamiento anisotrópico

en 1+1 dimensiones y Fórmula de Cardy

En espacio-tiempo de dos dimensiones, teoŕıas de campo con escalamiento anisotrópico

se han considerado a lo largo de diferentes contextos [74–77]. Uno de los resultados más

importantes en este ámbito es que la entroṕıa semiclásica de agujeros negros asintótica-

mente Lifshitz puede ser obtenida desde el crecimiento asintótico del número de estados de

una teoŕıa de campos con escalamiento Lifshitz en dos dimensiones, donde el estado funda-

mental corresponde a un solitón. Esto se muestra en [23], donde en este contexto, es decir

teoŕıas de campo con escalamiento Lifshitz en 1+1 dimensiones, los autores demuestran

que una dualidad entre alta y baja temperatura surge naturalmente como consecuencia

de que las álgebras Lifshitz con exponentes dinámicos z y z−1 son isomorfos. A partir de

esto encuentran una fórmula precisa para el crecimiento asintótico del número de estados

con una enerǵıa fija que depende z, y la enerǵıa del estado fundamental, lo cual se reduce
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a la fórmula Cardy para z = 1. Lo siguiente es una revisión de este trabajo:

Consideremos una teoŕıa de campos en dos dimensiones con escalamiento anisotrópico

de la forma (6.1.1), esto es

t→ λzt , x→ λx. (6.4.1)

Esta simetŕıa, junto a las traslaciones y cambios en el tiempo dados por

x→ x+ x0 , t→ t+ t0, (6.4.2)

son abarcados por el álgebra

[P,H] = 0 ,

[D,P ] = P , (6.4.3)

[D,H] = zH,

donde D es el generador de (6.4.1), y P , H son el generador de momentum y el hamil-

toniano, respectivamente. Esto se conoce como un álgebra de Lifshitz bidimensional con

exponente dinámico z [78, 79].

Es importante destacar que realizando el cambio de base

P̄ = H, H̄ = P, D̄ = z−1D , (6.4.4)

el álgebra (6.4.3) es llevada a [
P̄ , H̄

]
= 0 ,[

D̄, P̄
]

= P̄ , (6.4.5)[
D̄, H̄

]
= z−1H̄ .

lo que nos permite verificar que álgebras de Lifshitz de la forma (6.4.3) y (6.4.5), con

exponentes dinámicos z y z−1 respectivamente, son isomorfas.

Este isomorfismo local induce la equivalencia entre la función de partición a baja y a

alta temperatura para la misma teoŕıa sobre un cilindro de radio l. Esto podemos verlo de

la siguiente forma: a temperatura finita T = β−1 la función de partición puede ser definida

sobre un toro donde el tiempo euclideo (τ = iτ) es periódico, tal que

0 ≤ τ ≤ β y 0 ≤ φ ≤ 2πl.

Entonces, el cambio de base (6.4.4) intercambia los roles del tiempo euclideo y el ángulo,

de modo que los periodos nos quedan

0 ≤ φ̄ ≤ β y 0 ≤ τ̄ ≤ 2πl.
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El peŕıodo del ángulo es entonces recuperado en virtud del escalamiento generado por

D̄ en (6.4.5), dado por

τ̄ → λ
1
z τ̄ , φ̄→ λφ̄ , (6.4.6)

con λ = 2πlβ−1. Entonces el peŕıodo de τ̄ de acuerdo a

β̄ = (2πl)
1+ 1

z β−
1
z , (6.4.7)

lo que permite establecer la relación entre la función de partición a baja y alta temperatura

como Z[β̄] = Z [β]. Considerando todo lo anterior, podemos suponer que la función de

partición es invariante bajo

Z [β] = Z
[
(2πl)

1+ 1
z β−

1
z

]
. (6.4.8)

Asumiendo la existencia de una brecha en el espectro, la dualidad de baja y alta

temperatura de la función de partición (6.4.8) nos permite obtener una fórmula precisa

para el crecimiento asintótico del número de estados con una enerǵıa fija que depende de

z y la enerǵıa del estado fundamental, la cual supondremos negativa y dada por −∆0.

La brecha garantiza que a baja temperatura la función de partición es dominada por la

contribución del estado fundamental, es decir, la función de partición puede ser aproximada

como Z[β] ≈ eβ∆0 . Entonces si consideramos (6.4.8) tenemos que a alta temperatura la

función de partición viene dada por

Z[β] ≈ e(2πl)1+ 1
z β− 1

z ∆0 , (6.4.9)

y, por tanto, el crecimiento asintótico del número de estados con enerǵıa fija ∆ � ∆0

podemos obtenerlo de

ρ(∆) =
1

2πi

∫
dβZ[β]eβ∆ ,

≈ 1

2πi

∫
dβef(β,∆) , (6.4.10)

donde f(β,∆) := (2πl)1+ 1
z β−

1
z ∆0 + β∆. Esta expresión puede ser evaluada por aproxi-

mación en el punto de silla el cual es caracterizado por el extremo de f(β,∆). Este punto

se corresponde a β∗ = 2πl
(

∆0

z∆

) z
z+1 , y es tal que ∂βf |β∗ = 0. Notar que hemos supuesto

impĺıcitamente que el estado fundamental es no degenerado, entonces la entroṕıa dada por

S = log ρ(∆) ≈ f(β∗,∆), la obtenemos como

S = 2πl(z + 1)

[(
∆0

z

)z
∆

] 1
z+1

. (6.4.11)

La termodinámica de agujeros negros asintóticamente Lifshitz encaja con los resulta-

dos anteriores, donde el estado fundamental es identificado como un solitón [23].
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Caṕıtulo 7

Extensión de la Fórmula de

Cardy al caso de violación a la

propiedad de hiperescalamiento

Teniendo en cuenta la fórmula (6.4.11), nuestro propósito es proponer una fórmula de

Cardy generalizada en el caso de agujeros negros tridimensionales en espacio-tiempos de

violación al hiperescalamiento bajo la suposición de que el estado fundamental se identifica

como un solitón. El elemento de linea para la métrica de violación al hiperecalamiento

está conformemente relacionado a la métrica de Lifshitz como (6.1.5), y en tres dimensiones

viene dado por

ds2 =
1

r2θ

[
− r2zf(r)dt2 +

dr2

r2f(r)
+ r2dϕ2

]
. (7.0.1)

Lo primero es notar que, como vimos en la sección 6.1, para espacio-tiempos provistos

de esta métrica, el escalamiento de la entroṕıa en términos de la temperatura esta definido

como

S ∼ T
deff
z , (7.0.2)

donde z es el exponente dinámico responsable de la anisotroṕıa del sistema (6.1.1) y deff

denota la dimensionalidad espacial efectiva la cual depende del exponente de violación al

hiperescalamiento θ visto en (7.0.1). Este escalamiento (7.0.2) depende expĺıcitamente de

la teoŕıa gravitatoria: en el caso de la gravedad estándar de Einstein en tres dimensiones

con una fuente, tenemos deff = 1 − θ [68], mientras que para las teoŕıas de la gravedad

cuadrática en tres dimensiones tendremos deff = 1 + θ, y para teoŕıas de gravedad cúbica

deff = 1 + 3θ.
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Como vimos en la sección 6.4, en el caso de Lifshitz se ha encontrado una fórmula

de Cardy anisotrópica para la entroṕıa de agujeros de negros, explotando un isomorfismo

entre las álgebras de Lie de Lifshitz con el exponente dinámico z y z−1 en dos dimensiones

[23]. En esta última referencia, la fórmula de Cardy se ha derivado asumiendo que el

estado fundamental se identifica con un solitón que está, además, separado del espectro

del agujero negro por una brecha. Siguiendo con esta idea, en espacio-tiempos con violación

al hiperescalamiento primero exploramos teoŕıas gravitatorias de curvatura cuadrática, que

en tres dimensiones la más general está dada por la acción

S[gµν ] =

∫
d3x
√
−g(β1R

2 + β2RµνR
µν). (7.0.3)

Para esta teoŕıa, hemos encontrado cuatro clases de agujeros negros de violación al

hiperescalamiento, para las cuales calculamos sus masas aśı como también las de sus res-

pectivas homólogas solitónicas. También mostramos que siempre existe una elección de

la constante de acoplamiento (en nuestro caso β2) que asegura que las masas de agujero

negro sean positivas mientras que las de sus solitones resultan negativas. Esto asegura la

existencia de una brecha en el espectro de las soluciones.

Con el fin de mostrar que la expresión de la entroṕıa semiclásica obtenida asumiendo

que el estado fundamental se identifica con el solitón coincide con la entroṕıa de Wald,

hacemos la suposición de que la teoŕıa de campos dual es invariante bajo la siguiente

transformación modular

Z[β] = Z
[
(2π)1+ 1+θ

z β−
1+θ
z

]
, (7.0.4)

donde β es el inverso de la temperatura. Esto permite establecer una relación entre las fun-

ciones de partición en los reǵımenes de baja y alta temperatura, siempre que (1+θ)/z > 0.

Notar que en el caso Lifshitz, es decir θ = 0, esta transformación modular se reduce a la

derivada en [23]. Para cada solución con el signo apropiado de la constante de acoplamiento

β2 para la cual la masa del agujero negroMbh > 0 y la masa del soltónMsol < 0, la exis-

tencia de una brecha asegura que la función de partición a baja temperatura esté dominada

por la contribución del estado fundamental (solitón),

Z[β] ∼ exp (−βMsol) , (7.0.5)

y junto con la identidad (7.0.4), tenemos que a alta temperatura

Z[β] ∼ exp
(
−(2π)1+ 1+θ

z β−
1+θ
z Msol

)
. (7.0.6)

Entonces, el crecimiento asintótico del número de estados a enerǵıa fijaMbh puede ser

obtenida por aproximación a través del método de punto de silla, por lo que obtenemos

S =
2π

1 + θ
Mbh(1 + θ + z)

[
−Msol(1 + θ)

zMbh

] z
z+1+θ

. (7.0.7)
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En contraste con el caso Lifshitz tridimensional en el que la dimensionalidad espacial

efectiva siempre toma el valor deff = 1, nuestra propuesta para la fórmula de Cardy en el

caso de la métrica de violación al hiperescalamiento dependerá expĺıcitamente del expo-

nente θ, donde si hacemos θ = 0 esta fórmula se reduce a la encontrada en el caso Lifshitz

(6.4.11).

Algo importante a remarcar, es que en el caso de violación al hiperescalamiento para el

caso de gravedad estándar de Einstein con una fuente, la fórmula de Cardy obtenida en [68]

difiere de (7.0.7) por el cambio (1+θ) 7→ (1−θ) el cual presisamente corresponde al cambio

de dimensionalidad espacial efectiva deff. Entonces considerando nuestros resultados para

los casos de teoŕıa cuadrática y cúbica, y la obtenia en [68], podemos especular la forma

general de la fórmula de Cardy en el caso de métricas de violación al hiperscalamiento,

para un valor arbitrario de la dimensionalidad efectiva espacial

S =
2π

deff

Mbh(deff + z)

[
−Msol deff

zMbh

] z
deff+z

. (7.0.8)

Como anteriormente, esta fórmula puede ser derivada asumiendo que la función de

partición es invariante bajo la transformación modular

Z[β] = Z
[
(2π)1+

deff
z β−

deff
z

]
. (7.0.9)

En otras palabras, esto significa que para un agujero negro de violación al hiperes-

calamiento cuya entroṕıa tiene un escalamiento (7.0.2), la forma de la fórmula de Cardy

generalizada esta dada por (7.0.8).

Como última observación una fórmula de Smarr puede también ser obtenida desde

el caso genérico para la expresión de la entroṕıa (7.0.8) junto con la primera ley de la

termodinámica, esta es

Mbh =
deff

z + deff

T S. (7.0.10)

Todos estos resultados, se encuentran en el articulo [1].
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The aim of this paper is to propose a generalized Cardy formula for three-dimensional hyperscaling
violation black holes. We first note that for the hyperscaling violation metrics, the scaling of the entropy in
terms of the temperature (defined as the effective spatial dimensionality divided by the dynamical
exponent) depends explicitly on the gravity theory. Starting from this observation, we first explore the case
of quadratic curvature gravity theories for which we derive four classes of asymptotically hyperscaling
violation black holes. For each solution, we compute the mass as well as the mass of the soliton counterpart
obtained through a double Wick rotation. Assuming that the partition function has a certain invariance
involving the effective spatial dimensionality, a generalized Cardy formula is derived. This latter is shown
to correctly reproduce the entropy where the ground state is identified with the soliton. Comparing our
formula with the one derived in the standard Einstein gravity case with source, we stress the role played by
the effective spatial dimensionality. From this observation, we speculate the general form of the Cardy
formula for hyperscaling violation metric with an arbitrary value of the effective spatial dimensionality.
Finally, we test the viability of this formula in the case of a cubic gravity theory.
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I. INTRODUCTION

In the past decade, there has been a real interest in
extending the ideas underlying the Anti-de Sitter (AdS)/
CFT correspondence [1] in order to gain a better under-
standing of strongly condensed matter systems. In con-
densed matter physics, a quantum phase transition is a
transition that occurs between two different phases at zero
temperature. At this critical point, the system may enjoy an
anisotropic scaling symmetry or even display a hyper-
scaling violation which is reflected by the fact that the
entropy S scales with respect to the temperature T as [2–4]

S ∼ T
deff
z ; ð1Þ

where deff is the effective spatial dimensionality, and where
z is the dynamical exponent responsible of the anisotropy
of the system

t↦λzt; ~x↦λ~x: ð2Þ
In the nonrelativistic version of the AdS/CFT correspon-
dence, the gravity dual metric in the anisotropic case is
played by the Lifshitz metric whose line element in D
dimensions is given by [5]

ds2L ¼ −
r2z

l2z
dt2 þ l2

r2
dr2 þ r2

l2
d~x2; ð3Þ

where ~x ¼ ðx1;…; xD−2Þ. For the Lifshitz metric, it is easy
to see that the anisotropic transformations (2) together with

r → λ−1r act as an isometry. It is also well known that,
in contrast to the AdS isotropic case z ¼ 1, the Lifshitz
metrics or their black hole extensions are not solutions of
the standard Einstein gravity equations but instead require
the introduction of some extra matter source and/or to
consider higher-order gravity theories, see e.g. [6–13].
Moreover, in the Lifshitz case, the effective spatial dimen-
sionality has a fixed value which only depends on the
dimension as deff ¼ D − 2.
On the other hand, systems which display a hyperscaling

are described by the so-called hyperscaling violation metric
whose line elements are conformally related to the Lifshitz
metric as

ds2 ¼ 1

r
2θ
D−2

�
−r2zdt2 þ dr2

r2
þ r2d~x2

�
; ð4Þ

where now the transformations (2) together with
r → λ−1r act rather like a conformal transformation,
ds2 → λ2θ=ðD−2Þds2. Examples of hyperscaling violation
black holes are known in the literature, see e.g. [14–19].
As shown below, in the hyperscaling violation case, the
effective spatial dimensionality will explicitly involve the
hyperscaling violation exponent θ, and this dependence
will vary in function of the gravity theory considered. For
example, in the case of standard three-dimensional Einstein
gravity with source, we have deff ¼ 1 − θ, see e.g. [18]
while (see below) for quadratic (respectively cubic) gravity
theories in three dimensions we will have deff ¼ 1þ θ
(respectively deff ¼ 1þ 3θ).
The aim of this paper is to speculate the form of a

generalized Cardy formula in three dimensions for the
hyperscaling violation metric under the assumption that the
ground state is identified with the soliton. This task has
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been realized in the Lifshitz case by exploiting an isomor-
phism between the Lifshitz Lie algebras with dynamical
exponent z and z−1 in two dimensions, see [20]. In this last
reference, the Cardy formula has been derived assuming
that the ground state is identified with the soliton which is,
in addition, separated from the black hole spectrum by a
gap. Note that in Ref. [10], we have tested the viability of
the Cardy formula given in [20] in some concrete examples
of Lifshitz black holes with a source given by a scalar field
nonminimally coupled. Just for completeness, we would
like to mention that in the standard three-dimensional AdS
gravity supported by scalar fields, the identification of
the solitons as ground states turns out to be essential for
microscopically counting for the black holes entropy using
Cardy formula [21].
From now, one can anticipate that, in contrast with the

three-dimensional Lifshitz case where the effective spatial
dimensionality always takes the value deff ¼ 1, our pro-
posal for the Cardy formula for the hyperscaling violation
metric will instead depend explicitly on the exponent θ, and
this dependence is inheriting from the theory considered.
In order to guess the form of the possible Cardy formula
for hyperscaling violation, we will consider the case of
quadratic and cubic curvature gravity theories for which we
will derive black hole solutions and their soliton counter-
parts. The masses of the black holes and solitons will be
computed using the quasilocal formalism introduced in
[22,23] where in the next section we will briefly recall the
main lines. Comparing our results obtained in the quadratic
and cubic cases to those derived recently in [18] in the case
of standard Einstein gravity with source, we will speculate
the form of the generalized Cardy formula with a ground
state identified with the soliton. This generalized formula
which reduces to the one derived in [18] in the standard
Einstein case will be shown to depend explicitly on the
effective spatial dimensionality, and we will show that this
formula correctly reproduces the semiclassical entropy in
the different examples exploited in this paper.
The plan of the paper is organized as follows. In the next

section, we consider the most general quadratic curvature
gravity theory in three dimensions for which we derive four
classes of hyperscaling violation black holes. For each
solution, we compute their masses as well as well those of
their respective soliton counterparts. We also show that
there always exists an election of the coupling constant that
ensures the black hole masses to be positive while those of
their soliton counterparts turn to be negative; this ensures
the existence of a gap in the spectrum of the solutions. In
addition, assuming that the theory is invariant under a
certain modular transformation whose form depends on the
effective spatial dimensionality, we will be able to obtain a
Cardy formula. This latter under the assumption that the
ground state is identified with the soliton, correctly repro-
duces the expressions of the Wald entropy for each of
our examples. Then, comparing our formula with the one

derived recently in the standard Einstein case with source
[18], we propose a generalized Cardy formula whose
expression depends explicitly on the effective spatial
dimensionality. In the last section, we check the validity
of this Cardy formula in the case of the most general cubic
gravity theory in three dimensions. Finally, the last section
is devoted to our conclusions.

II. QUADRATIC CURVATURE
GRAVITY THEORY

In three dimensions, we consider the most general
quadratic curvature gravity theory given by the following
action:

S½gμν� ¼
Z

d3x
ffiffiffiffiffiffi
−g

p ðβ1R2 þ β2RμνRμνÞ

¼
Z

d3x
ffiffiffiffiffiffi
−g

p
L; ð5Þ

where β1 and β2 are two coupling constants. The field
equations arising from the variation of the action (5) read

β2□Rμν þ
1

2
ð4β1 þ β2Þgμν□R − ð2β1 þ β2Þ∇μ∇νR

þ 2β2RμανβRαβ þ 2β1RRμν

−
1

2
ðβ1R2 þ β2RαβRαβÞgμν ¼ 0: ð6Þ

Since we are looking for asymptotically hyperscaling
violation black holes, we posit the following ansatz for
the metric:

ds2 ¼ 1

r2θ

�
−r2zfðrÞdt2 þ dr2

r2fðrÞ þ r2dφ2

�
; ð7Þ

where the metric function fðrÞ possesses at least one root,
and satisfies limr→∞fðrÞ ¼ 1 in order to reproduce asymp-
totically the hyperscaling violation metric (4). To simplify
the computations, we will consider the following particular
form for the metric function:

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
α

; ð8Þ

where α is a constant with α > 0, and where rh denotes the
location of the horizon. In fact, there exist more general
solutions within the ansatz (7) which involve more inte-
gration constants. We will discuss one of these solutions at
the end of the section devoted to the discussion.
In addition, since we will be interested in the thermo-

dynamic properties of the solutions, we compute the
Wald entropy for the generic solution (7) and (8) which
is given by

SW ¼ 8π2αðrhÞ1þθ½ð8θ − 6zþ 2α − 4Þβ1
þ ð3θ − 3z − 1þ αÞβ2�; ð9Þ
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while the Hawking temperature takes the form

T ¼ αðrhÞz
4π

: ð10Þ
It is important to stress from now that the entropy scales
with the temperature as

SW ∼ T
1þθ
z ; ð11Þ

which means that the effective spatial dimensionality deff as
defined in (1) is given by

deff ¼ 1þ θ: ð12Þ
This dependence is due to the fact of considering quadratic
curvature gravity theories. Indeed, in the case of standard
Einstein-Hilbert gravity supplemented by a source given by
the (Maxwell)-dilaton Lagrangian [14,15,18], the effective
spatial dimensionality is instead deff ¼ 1 − θ. From now,
one can already conclude to the nonuniversal character of
the scaling of the entropy in terms of the temperature in the
case of hyperscaling violation metric. In other words, this
means that the effective spatial dimensionality will depend
on the theory considered. This is in contrast with the
Lifshitz case θ ¼ 0 where, independently of the theory, the
entropy always scales as SW ∼ T

1
z, see [20] in the general

context and [7,10–12] for concrete examples. This remark
will have its importance when speculating the form of the
generalized Cardy for the hyperscaling violation metric.
In order to compute the masses of our black hole and

soliton solutions, we opt for the quasilocal formalism
presented in [22,23] whose main result lies in the relation
established between the off-shell Abbott-Deser-Tekin
potential Qμν

ADT and the off-shell Noether potential Kμν in
the form

ffiffiffiffiffiffi
−g

p
Qμν

ADT ¼ 1

2
δKμν − ξ½μΘν�; ð13Þ

where ξμ∂μ denotes the Killing vector field which in our
case is ∂t, and Θμ represents a surface term arising from the
variation of the action. More precisely, the expressions
appearing in (13) are given by

Θμ ¼ 2
ffiffiffiffiffiffi
−g

p ½PμðαβÞγ∇γδgαβ − δgαβ∇γPμðαβÞγ�; ð14Þ

Kμν ¼ ffiffiffiffiffiffi
−g

p ½2Pμνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPμνρσ�; ð15Þ

with Pμνσρ ¼ ∂L
∂Rμνσρ

, where L is the Lagrangian defined in
(5). Since the ansatz metric (7) and (8) depends continu-
ously on the integration constant rhα, one can define the
conserved charge associated to the Killing field ∂t (which
corresponds to the mass) in the interior region and not in the
asymptotic region by introducing a parameter s with range
s ∈ ½0; 1� as srhα. The advantage of this redefinition lies in
the fact that it allows one to interpolate between the free
parameter solution s ¼ 0 and the solution with s ¼ 1. In
doing so, the quasilocal charge is defined as [22,23]

MbhðξÞ ¼
Z
B
dxμν

�
ΔKμνðξÞ − 2ξ½μ

Z
1

0

dsΘν�ðξjsÞ
�
;

ð16Þ

where ΔKμνðξÞ≡ Kμν
s¼1ðξÞ − Kμν

s¼0ðξÞ denotes the variation
of the Noether potential from the vacuum solution, and dxμν
represents the integration over the compact codimension
two-subspace. For the generic solution (7) and (8), after a
tedious but straightforward computation, this last expres-
sion becomes parametrized as

Mbh ¼ 2π½ðrhÞαΨ1r1þθþz−α þ ðrhÞ2αΨ2r1þθþz−2α�; ð17Þ

where Ψ1 and Ψ2 are constants given by

Ψ1 ¼ ½4α3 þ ð−8þ 4θ − 8zÞα2 þ ð−40θ2 þ 8θ

þ 8 − 4z2 þ 36zθÞαþ 4ð2z − 1 − 7θÞðz2 − 2zθ

þ zþ 1þ θ2 − 2θÞ�β1 þ ½2α3 þ ð−4z − 3þ θÞα2
þ ð−15θ2 þ 15zθ þ 3zþ 2θ − 2z2 þ 1Þα − 2z2

− 18z2θ − 6θ − 2 − 12zθ þ 4z3 þ 24zθ2 − 10θ3

þ 18θ2 þ 4z�β2;
Ψ2 ¼ ½−2α3 þ ð4zþ 5 − θÞα2 þ ð24θ2 − 2θ − 21zθ

− 6þ 2z2 − 3zÞα − 2ð2z − 1 − 7θÞðz2 − 2zθ þ z

þ 1þ θ2 − 2θÞ�β1 þ ½−α3 þ ð2þ 2zÞα2 þ ð−9zθ
þ z2 − 3z − 1þ 9θ2Þαþ 9z2θ þ 1þ 3θ þ 6zθ þ z2

− 2z − 12zθ2 − 2z3 − 9θ2 þ 5θ3�β2:

Since this expression of the mass must be independent of
the radial coordinate r, the black hole solutions with
nonvanishing masses, as shown below, will automatically
satisfy α ¼ 1þ θ þ z with Ψ2 ¼ 0 or α ¼ ð1þ θ þ zÞ=2
with Ψ1 ¼ 0.
Since our aim is to derive a generalized version of the

Cardy formula for the hyperscaling violation metric where
the ground state is played by the soliton, we note that for a
black hole solution of the form (7) and (8), its soliton
counterpart obtained through a double Wick rotation will
have the following generic form:

ds2 ¼ 1

r2θ

�
−r2dt2 þ dr2

r2 ~fðrÞ þ r2z ~fðrÞdφ2

�
;

~fðrÞ ¼ 1 −
�
~rh
r

�
α

; ð18Þ

where we have defined

~rh ¼
�
2

α

�1
z

:
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Along the same lines as before, the quasilocal mass for the soliton (18) can schematically be written as

Msol ¼ 2π½ð ~rhÞαΦ1r1þθþz−α þ ð ~rhÞ2αΦ2r1þθþz−2α�; ð19Þ

where Φ1 and Φ2 read

Φ1 ¼ ½4α3 þ ð−12z − 4þ 4θÞα2 þ ð4þ 12z2 þ 12θzþ 16θ − 36θ2Þα − 4ð2z − 3þ 7θÞðz2 − 2θzþ zþ 1 − 2θ þ θ2Þ�β1
þ ½α3 þ ð2θ − 3z − 2Þα2 þ ð6θ þ 3θzþ 4z2 − 13θ2 þ 3 − zÞαþ 6 − 4z3 − 12θz − 22θ þ 6z2 − 10θ3 − 4z

− 2z2θ þ 16θ2zþ 26θ2�β2;
Φ2 ¼ ½−4α3 þ ð14zþ 5 − 9θÞα2 þ ð−14z2 − 10θ − 2þ 20θ2 þ 3θz − 3zÞα

þ 2ð2z − 3þ 7θÞðz2 − 2θzþ zþ 1 − 2θ þ θ2Þ�β1 þ ½−α3 þ ð−4θ þ 4zþ 2Þα2
þ ð−3 − 5z2 þ zþ 3θzþ 7θ2 − 4θÞα − 3þ 2z3 þ 6θzþ 11θ − 3z2 þ 5θ3 þ 2zþ z2θ − 8θ2z − 13θ2�β2:

A. Four classes of black hole solutions
and their soliton counterparts

In what follows, we present four classes of black hole
solutions of the field equations (6) within the ansatz given
by (7) and (8). For each solution, we compute the mass (16)
as well as the mass of their soliton counterpart (18) through
the generic expression given by (19). We check that the first
law of black hole thermodynamics,

dMbh ¼ TdSW; ð20Þ

is valid for all these four cases.
The first family of solutions is obtained for an hyper-

scaling violation exponent and dynamical exponent that
take the values θ ¼ 2 and z ¼ 1, and the line element is
given by

ds2 ¼ 1

r4

�
−r2fðrÞdt2 þ dr2

r2fðrÞ þ r2dφ2

�
;

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
4

; ð21Þ

provided that the coupling constants β1 and β2 are tied as

β1 ¼ −
5

13
β2: ð22Þ

In this case, the Wald entropy SW (9), the Hawking
temperature T (10) and the black hole mass Mbh (17)
are given by

SW ¼ 256

13
π2β2ðrhÞ3; T ¼ rh

π
;

Mbh ¼
192

13
πβ2ðrhÞ4; ð23Þ

and it is a matter of check to see that the first law (20) is
satisfied. The corresponding soliton whose line element
(18) written in terms of the “regular” coordinates

r ¼ 1

2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
sinðρ

2
Þp ;

reads

ds2 ¼ −4 sin
�
ρ

2

�
dt2 þ dρ2 þ 4 sin

�
ρ

2

�
cos2

�
ρ

2

�
dφ2;

ð24Þ
has a mass (19) given by

Msol ¼ −
4

13
β2π: ð25Þ

The second and third solutions are identified as black
string solutions since the hyperscaling dynamical exponent
θ ¼ 1. The first family of black string solution exists for
z ¼ 4, and its line element is

ds2 ¼ −r6fðrÞdt2 þ dr2

r4fðrÞ þ dφ2;

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
6

; ð26Þ

provided that the coupling constants β1 and β2 are tied as

β1 ¼ −
1

3
β2: ð27Þ

For this solution, the thermodynamics quantities are given by

SW ¼ −64π2β2ðrhÞ2; T ¼ 3ðrhÞ4
2π

;

Mbh ¼ −32πβ2ðrhÞ6; ð28Þ

BRAVO-GAETE, GÓMEZ, AND HASSAÏNE PHYSICAL REVIEW D 91, 124038 (2015)

124038-4



and, as before, it is easy to see that the first law (20) holds.
On the other hand, using the expression (19), its soliton
counterpart is shown to have a mass

Msol ¼
64

9

ffiffiffi
3

p
πβ2: ð29Þ

The other black string solution θ ¼ 1 arises for z ¼ 1
and is given by

ds2 ¼ −fðrÞdt2 þ dr2

r4fðrÞ þ dφ2;

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
3

; ð30Þ

with β1 given by (27). For this black string solution, the
thermodynamic quantities read

SW ¼ 16π2β2ðrhÞ2; T ¼ 3rh
4π

;

Mbh ¼ 8πβ2ðrhÞ3; Msol ¼ −
32

27
β2π; ð31Þ

and these latter fit perfectly with the first law (20).
The last family of solution corresponds to a Lifshitz

black hole (that is θ ¼ 0) with a dynamical exponent z ¼ 3,

ds2 ¼ −r6fðrÞdt2 þ dr2

r2fðrÞ þ r2dφ2;

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
4

; ð32Þ

provided that the coupling constant β1 is given by (22). As
before, the Wald entropy (9), the Hawking temperature (10)
together with the masses of the black hole and its soliton
counterpart are given by

SW ¼ −
256

13
π2β2rh; T ¼ ðrhÞ3

π
;

Mbh ¼ −
64

13
πβ2ðrhÞ4; Msol ¼

48

13
22=3β2π: ð33Þ

In this case again, it is simple to check that the first law (20)
is satisfied. It is somehow appealing that in new massive
gravity in three dimensions [24], the Lifshitz black hole
solution also exists for a dynamical exponent z ¼ 3, [7];
this seems to confer a particular status to the value z ¼ 3
concerning the Lifshitz black holes in three dimensions for
higher-order gravity theories.
We also note that there exist other solutions within the

ansatz (7) and (8), but these latter have a vanishing mass,
and hence present a little interest for the present paper.

B. Generalized Cardy formula

In the previous subsection, we have presented four
different families of hyperscaling violation black holes
with one of them being a Lifshitz black hole solution. In
addition to the first law of thermodynamic (20), the
following Smarr formula,

Mbh ¼
1þ θ

zþ 1þ θ
TSW; ð34Þ

also holds for the four classes of solutions derived
previously.
Another important feature shared by these four solutions

is that the sign of the coupling constant β2 can always
be fixed such that the black hole mass (respectively the
mass of its corresponding soliton) is positive (respectively
negative). This ensures the soliton to be separated from the
black hole spectrum by a gap.
We are now in position to propose a generalized Cardy

formula for the model considered here. We will show that
the expression of the semiclassical entropy obtained
assuming that the ground state is identified with the soliton
coincides with the Wald entropy. In order to achieve this
task, we make the assumption that the dual field theory is
invariant under the following modular transformation:

Z½β� ¼ Z½ð2πÞ1þ1þθ
z β−

1þθ
z �; ð35Þ

where β denotes the inverse of the temperature. This allows
one to establish a relation between the partition functions
at low and high temperature regimes provided that
ð1þ θÞ=z > 0. Note that in the Lifshitz case θ ¼ 0, this
modular transformation reduces to the one derived in [20] by
exploiting the existence of an isomorphism between the
Lifshitz algebras with dynamical exponents z and z−1 in
2d. In the hyperscaling case, there does not exist such an
isomorphism. In our opinion, this is not surprising since for
the hyperscaling violationmetric, in contrast with the Lifshitz
case, the effective spatial dimensionality does not have a fixed
value but explicitly depends on the theory considered.
For each solution with the appropriate sign of the

coupling constant β2 such that Mbh > 0 and Msol < 0,
the existence of a gap ensures that the partition function at
low temperature is dominated by the contribution of the
ground state (the soliton),

Z½β� ∼ expð−βMsolÞ;
and with the use of the duality (35), the partition function at
the high temperature regime is approximated as

Z½β� ∼ expð−ð2πÞ1þ1þθ
z β−

1þθ
z MsolÞ:

Hence, the asymptotic growth number of states at fixed
energyMbh can be obtained from the saddle-point approxi-
mation yielding
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S ¼ 2π

1þ θ
Mbhð1þ θ þ zÞ

�
−
Msolð1þ θÞ

zMbh

� z
zþ1þθ

: ð36Þ

Note that in the Lifshitz case (θ ¼ 0), this formula reduces to
the one obtained in [20], and it is a matter of check to see
that for the four classes of solutions derived previously
the expression of the semiclassical entropy coincides with
the Wald entropy, S ¼ SW . One also remarks that for the
hyperscaling violation with Einstein gravity and with a
dilaton source, the Cardy formula obtained in [18] differs
from (36) by the change ð1þ θÞ → ð1 − θÞ which precisely
corresponds to the change of the effective spatial dimension-
ality deff. From this last observation, one can speculate the
form of the Cardy formula for a generic effective spatial
dimensionality deff whose expression is given by

S ¼ 2π

deff
Mbhðdeff þ zÞ

�
−
Msoldeff
zMbh

� z
deffþz

: ð37Þ

As before, this formula can be derived assuming that the
partition function is invariant under the following modular
transformation:

Z½β� ¼ Z½ð2πÞ1þdeff
z β−

deff
z �: ð38Þ

In other words, this means that for a hyperscaling violation
black hole whose entropy scales as (1), the form of the
generalized Cardy formula will be given by (37). In what
follows, we will confirm this guess in a concrete example of
a cubic gravity theory where the effective spatial dimension-
ality will be deff ¼ 1þ 3θ. Just to conclude this section, let
us mention that a Smarr formula can also be obtained in this
generic case from the expression of the entropy (37) together
with the use of the first law yielding

Mbh ¼
deff

zþ deff
TS; ð39Þ

and generalizing the expression (34) obtained in the quad-
ratic case.

III. EXTENSION TO CUBIC
GRAVITY THEORY

In order to explore the viability of the generalized Cardy
formula (37), we now consider the case of cubic gravity
theory in three dimensions with an action given by [25]

S½gμν� ¼
Z

d3x
ffiffiffiffiffiffi
−g

p �X3
i¼1

γiLi

�

¼
Z

d3x
ffiffiffiffiffiffi
−g

p
L; ð40Þ

where

L1 ¼ R3; L2 ¼ RRabRab; L3 ¼ RabRbcRc
a:

The field equations obtained by varying the action (40)
read [26]

X3
i¼1

γiGðiÞab ¼ 0; ð41Þ

where we have defined

Gð1Þab ¼ 3R2Rab þ 3∇p∇qðgabgpqR2 − gapgbqR2Þ

−
1

2
gabL1;

Gð2Þab ¼ RabRcdRcd þ 2RRcdRacbd

þ∇p∇qðgabgpqRcdRcd þ gpqRRab

− gapgbqRcdRcd þ gabRRpq − gbpRRa
q

− gapRRb
qÞ − 1

2
gabL2;

Gð3Þab ¼ 3RacbdRecRe
d þ 3

2
∇p∇qðgpqRa

cRbc

þ gabRepRe
q − gbpRqcRac − gapRqcRbcÞ

−
1

2
gabL3:

For an ansatz metric of the form (7) and (8), the effective
spatial dimensionality (1) will be given by deff ¼ 1þ 3θ.
Let us check the viability of the generalized Cardy formula
(37) with the following solution of the field equations (41)
found for θ ¼ 1 and z ¼ 6:

ds2 ¼ −r10fðrÞdt2 þ dr2

r4fðrÞ þ dφ2;

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
10

; ð42Þ

where the coupling constants are tied as

γ1 ¼ −
11

30
γ2 −

3

20
γ3: ð43Þ

In this case, the thermodynamics quantities computed as
before yield

SW ¼ 2880π2ð4γ2 þ 3γ3ÞðrhÞ4; T ¼ 5ðrhÞ6
2π

;

Mbh ¼ 2880πð4γ2 þ 3γ3ÞðrhÞ10; ð44Þ

and it is simple to check that the first law (20) is satisfied.
On the other hand, for the corresponding soliton solution
obtained from (18) with α ¼ 10, the variation of the
Noether potential together with the surface term take the
following forms:
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ΔKrt ¼ −
144

5
ð3γ3 þ 4γ2Þ

ffiffiffi
5

p
;Z

1

0

dsΘr ¼ −
288

5
ð3γ3 þ 4γ2Þ

ffiffiffi
5

p
; ð45Þ

giving a unique value for the mass of the soliton which is
independent of any integration constant,

Msol ¼ −
864

5

ffiffiffi
5

3
p

πð3γ3 þ 4γ2Þ: ð46Þ

As in the quadratic case, there exists a choice of the
coupling constants given by 3γ3 þ 4γ2 > 0 which ensures
the mass of the black hole to be positive, and at the same
time the mass of its soliton counterpart turns to be negative.
Finally, it is easy to see that the generalized Cardy formula
(37) with deff ¼ 1þ 3θ ¼ 4 implies as excepted that
S ¼ SW for the cubic solution while the Smarr formula
(39) is also satisfied.

IV. DISCUSSION

The aim of this paper was to guess the possible form for a
generalized Cardy formula for the hyperscaling violation
metric in three dimensions. In order to achieve this task, we
have first stressed that, in contrast with the Lifshitz case, the
effective spatial dimensionality defined by the scaling of
the entropy in terms of the temperature (1) does not take a
fixed value but explicitly depends on the gravity theory
considered. For example, in the standard Einstein gravity
case deff ¼ 1 − θ while for quadratic corrections we have
deff ¼ 1þ θ and in the cubic case, deff ¼ 1þ 3θ. From
these observations, we have posited the possible form of the
generalized Cardy formula in term of the effective spatial
dimensionality deff. As in the Lifshitz case, the ground state
is provided by the soliton which is separated from the black
hole spectrum by a gap. We have checked the validity of
this formula in different examples in the case of quadratic
and cubic gravity theories while in the standard Einstein
case our formula reduces to the one proposed in [18]. In all
these examples, there always exists a choice of the coupling
constants that ensures the black hole mass (respectively the
soliton mass) to be positive (respectively to be negative)
which in turn guarantees the existence of a gap in the
spectrum.
Nevertheless, in contrast with the Lifshitz case where the

Cardy formula was shown to arise as a consequence of the
isomorphism in two dimensions between the Lie algebras
with dynamical exponents z and z−1 [20], in the present
case, we do not have such an argument to justify the
modular transformation (38). Hence, a natural extension of
this work will be to look for a justification of the duality

between the low and high temperature regimes. The
exploration of new solutions can also be interesting in
order to consolidate the validity of (37). For example, in the
quadratic case, there exist more general classes of solutions
within the ansatz (7) without imposing the form (8) to the
metric function. In fact, the first class of string solution (26)
and (27) with θ ¼ 1 and z ¼ 4 can be promoted to a
two-parametric solution as

ds2 ¼ −r6fðrÞdt2 þ dr2

r4fðrÞ þ dφ2;

fðrÞ ¼ 1þ a
r2

þ a2

3r4
þ b
r6
; ð47Þ

where a and b are two integration constants. Denoting by
rh the location of the horizon

ðrhÞ2 ¼
1

3

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ða3 − 27bÞ3

q
−
a
3
;

the expressions of the Wald entropy and temperature read

SW ¼ −
64π2

3
β2ð3rh2 þ aÞ; T ¼ ð3rh2 þ aÞ2

6π
; ð48Þ

while the quasilocal mass which is compatible with the first
law involves as well the two integration constants as

Mbh ¼
32π

27
β2ð27b − a3Þ ¼ −

32π

27
β2ð3rh2 þ aÞ3: ð49Þ

This dependence of the mass with respect to the two
integration constants is similar to the situation that occurs
with the z ¼ 1 AdS black hole solution of new massive
gravity [27] where the solution is also two-parametric and,
where the two integration constants contribute to the
expression of the mass [28]. On the other hand, the soliton
counterpart of the solution (47) is shown to have a mass
given by (29) and again, it is a simple exercise to check the
validity of the Cardy formula (36) and (37) in this case.
Finally, another interesting task will be to explore the

charged version of the solutions found here in order to
propose as well a charged version of the Cardy formula.
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Caṕıtulo 8

Extensión de la Fórmula de

Cardy al caso Lifshitz cargado

Considerando el hecho de que para agujeros negros tipo Lifshitz cuya única carga es la

masa, su reacción de Smarr es una consecuencia directa de la formula de Cardy anisotrópi-

ca (6.4.11), nuestro objetivo es extender la fórmula de Cardy al caso de agujeros negros

Lifshitz electricamente cargado satisfaciendo también una relación de Smarr.

Debido a que estamos considerando nuevas configuraciones de agujeros negros, esta vez

agujeros negros con carga electromagnética y tomando en cuenta lo visto en las secciones

6.3 y 6.4, podemos notar nuevamente la gran importancia del solitón gravitacional. Para

este tipo de configuraciones el solitón sin carga es apropiado como estado fundamental. En

este contexto, si consideramos por ejemplo la solución encontrada en [59] considerada en

nuestro trabajo, el valor de su masa es cero, pero su entroṕıa no es nula, ya que por supues-

to hay otras cargas Noetherianas que interactúan en la primera ley de la termodinámica.

El problema surge por el hecho de que el valor de la masa sea cero, ya que entonces la

masa del solitón será nula también, esto nos priva aparentemente de una brecha en el

espectro de la enerǵıa, no pudiendo aproximar nuestra densidad de estados por el método

del punto de silla. Pero, al considerar solitones gravitacionales cargados, en nuestro caso

magnéticamente le da vida a nueva brecha en el espectro, pudiendo ahora identificar como

estado fundamental el solitón con carga.

Para espacio-tiempos de Lifshitz presentados en la sección 6.1, sus propiedades ter-

modinámicas, a pesar de sus comportamientos asintóticos bastante poco convencionales,

han sido intensamente estudiadas [80–82]. En este contexto, una de las propiedades más

atractivas de los agujeros negros tipo Lifshitz cuya única carga es la masa M se refiere a
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su entroṕıa S que escala con respecto a la temperatura T como S ∝ T D−2
z . Esto último

trae por consecuencia que la relación de Smarr [83] es de la forma [84]

M =
D − 2

D + z − 2
TS, (8.0.1)

que en tres dimensiones, puede ser obtenida explotando el hecho que las álgebras de Lifshitz

en dos dimensiones con exponente dinámico z y z−1 son isomorfas [23]. En esta última

referencia, vista en la sección 6.4, también se obtiene una fórmula en tres dimensiones

(6.4.11), donde el estado base es identificado como el solitón obtenido a través de una

doble rotación de Wick (sección 6.2). Si aplicamos la primera ley de la termodinámica

dM = T dS a la fórmula de Cardy anisotrópica (6.4.11), tenemos que la masa puede ser

expresada como

M =
Msol

z
(2πl T )

1+ 1
z , (8.0.2)

y combinando las expresiones (6.4.11) y (8.0.2), es fácil obtener la formula de Smarr

(8.0.1) para D = 3. Notar que en este último hemos destacado cierta correlación entre la

fórmula de Smarr y la fórmula generalizada de Cardy en tres dimensiones. Como lo que

queremos es extender la fórmula (6.4.11) al caso cargado, nos inspiraremos por el hecho

de que la relación de Smarr en el caso de soluciones cargadas debe ser una consecuencia

de la fórmula de Cardy tal como ocurre en el caso neutral. Esta fórmula de Smarr que

generaliza la expresión (8.0.1) puede ser derivada y es escrita genéricamente en [84] como

M =
D − 2

D + z − 2
TS + αΦeQe, (8.0.3)

donde Φe es el potencial eléctrico y Qe la carga eléctrica. En esta expresión, el valor de la

constante α vaŕıa en función del Lagrangiano electromagnético considerado, es decir, no

depende solamente del exponente dinámico z y de la dimensión D, también depende de la

teoŕıa considerada.

La expresión de nuestra fórmula depende del exponente dinámico, la enerǵıa y la carga

del estado base el cual es identificado como un solitón magnéticamente cargado obtenido

a través de una doble rotación de Wick, aśı, nuestra fórmula de Cardy electricamente

cargada satisfaciendo una relación de Smarr viene dada por:

S = 2πl(z + 1)
(
|Msol z

−1 + αΦmQm|z |M− αΦeQe|
) 1
z+1

, (8.0.4)

donde Φm (respectivamente Qm) denota el potencial magnético (respectivamente la carga

magnética). La expresión (8.0.4) también involucra un factor α multiplicando los poten-

ciales el cual vaŕıa en función de la teoŕıa electromagnética considerada. Este factor es

precisamente el mismo que aparece en la fórmula de Smarr para agujeros negros Lifshitz
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cargados (8.0.3).

La viabilidad de nuestra fórmula de Cardy se puede probar en diferentes situaciones

donde nuestro problema tiene un real interés, estos son agujeros negros Lifshitz electri-

camente cargados satisfaciendo una relación de Smarr (8.0.3) encontrados en la literatu-

ra [57–60, 85–87]. Podemos numerar algunos de los casos con respectivos Lagrangianos

electromagnéticos

1.- Caso de gravedad de Einstein con dos campos Abelianos y un dilatón, su Lagran-

giano [87] está dado por

L =
1

2κ

(
R− 2Λ− 1

2
∂µφ∂

µφ− 1

4

2∑
i=1

eλiφF 2
(i)

)
, (8.0.5)

con F 2
(i) = F(i)µνF

µν
(i) para i = 1, 2.

2.- Caso de gravedad de Einstein con una electrodinámica no lineal, que introduce su

Lagrangiano en [85] como

L =
1

2κ

[
R− 2Λ− 1

2
∂µφ∂

µφ− 1

4
eλ1φF 2

(1) +

(
−1

4
eλ2φF 2

(2)

)p ]
. (8.0.6)

3.- Caso de gravedad de Einstein con una fuente dada por una acción de Proca-Maxwell,

cuyo Lagrangiano [59] se escribe como

L = R− 2Λ− 1

4
F(1)αβF

αβ
(1) −

1

2
m2A(1)αA

α
(1) −

1

4
F(2)αβF

αβ
(2) (8.0.7)

con F(i)αβ = ∂αA(i)β − ∂βA(i)α para i = 1, 2.

Del mismo modo, se puede extender la Fórmula de Cardy para agujeros negros Lifshitz

electricamente cargados a agujeros negros en espacio-tiempos con métrica de violación al

hiperescalamiento como

S =
2π

deff

(z + deff)
(
|∆0

z
deff + αΦmQm|z |∆− αΦeQe|deff

) 1
z+deff . (8.0.8)

donde la constante α aparece en la versión generalizada de la fórmula de Smarr en el caso

de violación al hiperescalamiento derivada en [88], esta es

∆ =
deff

z + deff

T S + αΦeQe. (8.0.9)

Todo estos resultados corresponden al articulo [2].
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Cardy formula for charged black holes with anisotropic scaling
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We first observe that for Lifshitz black holes of which the only charge is the mass, the resulting Smarr
relation is a direct consequence of the Lifshitz Cardy formula. From this observation, we propose to extend
the Cardy formula to the case of electrically charged Lifshitz black holes satisfying as well a Smarr relation.
The expression of our formula depends on the dynamical exponent, the energy and the charge of the ground
state which is played by a magnetically charged soliton obtained through a double Wick rotation. The
expression also involves a factor multiplying the chemical potentials which varies in function of the
electromagnetic theory considered. This factor is precisely the one that appears in the Smarr formula for
charged Lifshitz black holes. We test the validity of this Cardy formula in different situations where
electrically Lifshitz charged black holes satisfying a Smarr relation are known. We then extend these results
to electrically charged black holes with hyperscaling violation. Finally, an example in the charged anti-de
Sitter case is also provided.

DOI: 10.1103/PhysRevD.92.124002 PACS numbers: 04.70.Bw, 04.70.Dy

I. INTRODUCTION

Recently, there has been important interest in extending
the ideas underlying the standard relativistic AdS=CFT
correspondence [1] to physical systems that exhibit a
dynamical scaling near fixed points. The latter are char-
acterized by an anisotropic invariance encoded by the fact
that the space and the time scale with different weights,

t → λzt; ~x → λ~x: ð1Þ
The constant z which is called the dynamical exponent
precisely reflects this anisotropic symmetry. In analogy
with the anti-de Sitter (AdS) case z ¼ 1, the gravity dual
metric in D dimensions refereed as the Lifshitz metric was
given in Ref. [2],

ds2 ¼ −
�
r
l

�
2z
dt2 þ l2

r2
dr2 þ r2

l2
XD−2

i¼1

dx2i ; ð2Þ

and it is easy to see that the anisotropic transformations (1)
together with the rule r → λ−1r act as an isometry for this
metric. Nevertheless, in contrast with the AdS case, Lifshitz
spacetimes or their black hole extensions are not solutions
of standard General Relativity and instead require the
introduction of some source that may be materialized by
some extra fields [3–6] or/and by considering higher-order
gravity theories [7–11]. The thermodynamical properties of
the Lifshitz black holes, in spite of their rather unconven-
tional asymptotic behaviors, have been intensively studied;
see e.g. Refs. [12–14]. One of the most appealing properties

of the Lifshitz black holes of which the only charge is the
mass Δ concerns their entropy S which scales with respect
to the temperature T as

S ∝ T
D−2
z : ð3Þ

As a direct consequence, the Smarr formula [15] takes the
following form [16]:

Δ ¼ D − 2

Dþ z − 2
TS: ð4Þ

In three dimensions, this last relation (4) can be obtained
by exploiting the fact that the Lifshitz algebras in two
dimensions with dynamical exponents z and z−1 are iso-
morphic [17]. As shown precisely in this last Ref. [17], this
isomorphism is translated into a duality between the low and
high temperature regimes and allows one to derive a formula
for the asymptotic growth number of states in three dimen-
sionswhere the ground state is played by the soliton obtained
through a double Wick rotation,

S ¼ 2πlðzþ 1Þ
��

Δ0

z

�
z
Δ
� 1

zþ1

; ð5Þ

where −Δ0 corresponds to the mass of the soliton. In the
isotropic case z ¼ 1, this expression becomes the standard
Cardy formula. Note also that the validity of Eq. (5) has been
checked in the case of the Lifshitz black hole solution with
z ¼ 3 of new massive gravity [7] (see Ref. [17]) and also in
the presence of a source given by a nonminimal scalar field
for the same gravity theory [5]. The first law dΔ ¼ TdS
applied to the relation (5) will then imply that themass can be
expressed as
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Δ ¼ Δ0

z
ð2πlTÞ1þ1

z; ð6Þ

and combining together the two expressions (5)–(6), one
easily obtains the Smarr formula (4) for D ¼ 3. Hence from
this simple exercise,wehave highlighted a certain correlation
between the Smarr formula and the generalized Cardy
formula in three dimensions.
The main aim of this paper is to extend the formula (5) to

the charged case. In doing so, we will inspire ourselves
from the fact that the Smarr formula in the case of charged
solutions must be a consequence of the Cardy formula as it
occurs in the neutral case. This problem has a certain
interest since electrically charged Lifshitz black holes
have also been found in the current literature; see e.g.
Refs. [18–23]. Such examples occur for example in the case
of Einstein gravity with a source given by a Proca-Maxwell
action [20] or in the presence of N-Abelians Uð1Þ fields
with a dilaton [24] as well as in the case of nonlinear
electrodynamics [21,22]. In all these examples, a Smarr
formula generalizing the expression (4) can be derived and
is generically written as [16]

Δ ¼ D − 2

Dþ z − 2
TS þ αΦeQe; ð7Þ

where Φe is the electric potential andQe the electric charge.
In this relation, the value of the constant α varies in function
of the electromagnetic Lagrangian considered. From now on,
it is important to emphasize the nonuniversal character of the
Smarr formula in the charged case reflected by the presence
of the constant α. In other words, this means that the constant
α does not depend only on the dynamical exponent z and the
dimension D but also depends on the theory considered as
we will see in the different examples listed below.
In this paper, we will show that for electrically charged

Lifshitz black holes satisfying a Smarr relation of the form
(7) in three dimensions, the Cardy formula (5) becomes

S ¼ 2πlðzþ 1ÞðjΔ0z−1 þ αΦmQmjzjΔ − αΦeQejÞ 1
zþ1; ð8Þ

where Φm (respectively, Qm) denotes the magnetic poten-
tial (respectively, the magnetic charge) of the magnetically
charged soliton obtained from the electric solution by
means of a double Wick rotation. Since the Wick rotation
switches the role of the time coordinate t with the angular
coordinate x ¼ φ, the field strengths of the resulting
magnetically charged soliton will be complex in general
with a magnetic charge and potential both purely imagi-
nary. Nevertheless, this will not be dramatic since in the
proposed formula (8), only their product which is always
real appears. The Wick rotation is also responsible for the
apparent discrepancy of the sign appearing in front of the
constant α accompanying the magnetic and electric parts
in (8).

In what follows, we will test the validity of the
formula (8) in different theories where charged Lifshitz
black holes satisfying a Smarr formula of the form (7) are
known. In each case, we will derive the corresponding
magnetically charged soliton and compute the mass of the
soliton through the quasilocal method given in
Refs. [25,26] as well as their magnetic charge. We will
then extend these results to the case of charged hyper-
scaling violation black holes. Finally, the last section will
be dedicated to some comments regarding the isotropic
AdS case z ¼ 1.

II. CHARGED LIFSHITZ BLACK HOLE
AND SOLITON SOLUTIONS

In all the examples given below, the Lagrangian L will
involve a gravity part encoded by the metric g as well as
different Abelian fields denoted generically by AðiÞμ and
eventually a scalar field ϕ with its standard kinetic term
∂μϕ∂μϕ,

L ¼ Lðg; AðiÞμ;ϕÞ: ð9Þ
The corresponding action will be given by

S½g;ϕ; AðiÞμ� ¼
Z

d3x
ffiffiffiffiffiffi
−g

p
L: ð10Þ

The mass of the charged black hole and soliton will be
computed through the quasilocal method described in
Refs. [25,26] where the charge Δ which corresponds to
the mass is given by

ΔðξÞ ¼
Z
B
dxμν

�
δKμνðξÞ − 2ξ½μ

Z
1

0

dsΘν�ðξjsÞ
�
: ð11Þ

Here δKμνðξÞ≡ Kμν
s¼1ðξÞ − Kμν

s¼0ðξÞ denotes the difference
of the Noether potential between the interpolated solutions,
dxμν represents the integration over the codimension-2
boundary B, ξt ¼ ð1; 0; 0Þ is the timelike Killing vector
field, and Θν represents the surface term. In the case of a
Lagrangian given by (9), the involved quantities are given by

Θμ ¼ 2
ffiffiffiffiffiffi
−g

p �
PμðαβÞγ∇γδgαβ − δgαβ∇γPμðαβÞγ

þ 1

2

X
i

� ∂L
∂ð∂μAðiÞνÞ

δAðiÞν

�
þ 1

2

∂L
∂ð∂μϕÞ

δϕ

�
; ð12Þ

Kμν ¼ ffiffiffiffiffiffi
−g

p �
2Pμνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPμνρσ

−
X
i

∂L
∂ð∂μAðiÞνÞ

ξσAðiÞσ

�
; ð13Þ

where Pμνρσ ¼ ∂L
∂Rμνρσ

with Rμνρσ being the Riemann tensor.
The black hole metric will be parametrized by the

following line element,
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ds2 ¼ −
r2z

l2z
fðrÞdt2 þ l2

r2fðrÞ dr
2 þ r2

l2
dφ2; ð14Þ

and the ansatz for the gauge fields and eventually the scalar
field read

AðiÞμdxμ ¼ AðiÞtðrÞdt; ϕ ¼ ϕðrÞ: ð15Þ

The Euclidean version of (14) obtained by means of the
transformation t ¼ iτ requires the Euclidean time to be
periodic with period β ¼ T−1 in order to avoid conical
singularity while the angle keeps identified as 0 ≤ φ < 2πl.
Under the Euclidean diffeomorphism defined by

ðτ; r;φÞ ↦
�
τ̄ ¼

�
2πl
β

�1
z

φ; r̄ ¼ β

2πz

�
r
l

�
z
; φ̄ ¼ 2πl

β
τ

�
;

ð16Þ

the Euclidean Lifshitz black hole is diffeomorphic to
another asymptotically Lifshitz solution with dynamical
exponent z−1, scale lz−1 and inverse temperature

β̄ ¼ ð2πlÞ1þ1
zβ−

1
z; ð17Þ

and finally the Lorentzian soliton will be obtained from
τ̄ ¼ it̄ yielding

ds2 ¼ −
�
zr̄
l

�2
z

dt̄2 þ l2

z2r̄2hðr̄Þ dr̄
2 þ z2r̄2

l2
hðr̄Þdφ̄2: ð18Þ

As mentioned before, this double Wick rotation will be
responsible of the fact that the field strengths of the
corresponding soliton will be purely imaginary. Note that
in the case of the scalar field which depends only on the
radial coordinate, this double Wick rotation does not yield
to a complex scalar field for the soliton solution [5]. We
may also emphasize that the set of parameters as well as the
range of admissible values of the dynamical exponent z are
the same for the electrically charged black hole and for the
magnetically charged soliton.
Also in order to simplify the expressions, the volume of

the one-dimensional sphere is denoted by Ω1 with

Ω1 ¼ 2πl:

We are now in a position to check the validity of the
expression (8) in different contexts presented below.

A. Case of Einstein gravity with two Abelian
fields and a dilaton

We first analyze the case of Einstein gravity with two
Abelian fields and a dilaton for which the Lagrangian reads

L ¼ 1

2κ

�
R − 2Λ −

1

2
∂μϕ∂μϕ −

1

4

X2
i¼1

eλiϕF2
ðiÞ

�
; ð19Þ

with F2
ðiÞ ¼ FðiÞμνF

μν
ðiÞ for i ¼ 1, 2.

For an ansatz of the form (14)–(15), the solution given in
Ref. [24] reads

fðrÞ ¼ 1 −m

�
rh
r

�
zþ1

þ ðm − 1Þ
�
rh
r

�
2z
; ð20aÞ

Fð1Þrt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz2 − 1Þ

q
μ

ffiffiffiffiffiffiffi
1

2ðz−1Þ
p �

r
l

�
z
; ð20bÞ

Fð2Þrt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þðz − 1Þ

p
μ−

ffiffiffiffi
z−1
2

p �
rh
l

�
z
r−z; ð20cÞ

eϕ ¼ μr
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
; ð20dÞ

where m and μ are two integration constants and rh stands
for the location of the horizon. Note that we have opted for
this parametrization of the solution for latter convenience,
but the expressions (20) are equivalent to those given in
Ref. [24] after some redefinitions of the constants. This
solution is defined provided that the parameters are fixed as
follows,

Λ¼−
zðzþ1Þ
2l2

; λ1¼−
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2

z−1

r
; λ2¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
; ð21Þ

while the range for the admissible values of the dynamical
exponent is z > 1.
In this case, the Wald entropy together with the Hawking

temperature read

SW ¼ 2πΩ1

κ

�
rh
l

�
; ð22aÞ

T ¼ 1

4πl
½2zþ ð1 − zÞm�

�
rh
l

�
z
¼ σ

l

�
rh
l

�
z
; ð22bÞ

where we have defined

σ ¼ 1

4π
½2zþ ð1 − zÞm�: ð23Þ

On the other hand, the electric charge and electric potential
read, respectively,

Qe ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þðz − 1Þp

μ
1
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
Ω1

2κl2
rhz ð24Þ

and
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Φe ¼ −Að2ÞtðrhÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þp

μ−
1
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
z − 1

p
lz

rh: ð25Þ

Introducing a one-parameter family of locally equivalent
solutions, the variation of the Noether potential and the
surface term (12)–(13) are given by

δKrt ¼ −
ðz − 1Þm

2κl

�
rh
l

�
zþ1

þ ðm − 1Þr2zh
κlzþ2

r−zþ1;

Z
1

0

dsΘr ¼ mz
2κl

�
rh
l

�
zþ1

−
ðm − 1Þr2zh

κlzþ2
r−zþ1:

From these expressions, we obtain the mass of the
Lifshitz black hole to be

Δ ¼ mΩ1

2κl

�
rh
l

�
zþ1

; ð26Þ

and we easily check that the first law holds:

dΔ ¼ TdSW þ ΦedQe: ð27Þ

The Smarr formula turns to be

Δ ¼ 1

zþ 1
ðTSW þ zΦeQeÞ ð28Þ

and corresponds to the expression (7) with α ¼ z
zþ1

.
The metric function of the corresponding solitonic

spacetime (18) is given by

hðr̄Þ ¼ 1 −
m

ð2πσÞzþ1
z

�
l
zr̄

�zþ1
z þ ðm − 1Þ

ð2πσÞ2
�

l
zr̄

�
2

; ð29Þ

where σ is defined in (23), and the Abelian gauge fields and
the dilaton read

Fð1Þr̄ φ̄ ¼ i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz2 − 1Þ

p
μ

ffiffiffiffiffiffiffi
1

2ðz−1Þ
p

l
r̄
1
z; ð30aÞ

Fð2Þr̄ φ̄ ¼ i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þðz − 1Þp

μ−
ffiffiffiffi
z−1
2

p

2πσz
r̄
1−2z
z ; ð30bÞ

eϕ ¼ μr̄
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
z : ð30cÞ

As before, the variation of the Noether potential and the
surface term read

δKr̄ t̄ ¼ 1

2κ

�ðm − 1Þ
2π2σ2zr̄

�
zr
l

�1
z

−
2m

ð2πσÞzþ1
z l

�
;

Z
1

0

dsΘr̄ ¼ 1

2κ

�
−
ðm − 1Þ
2π2σ2zr̄

�
zr̄
l

�1
z þmðzþ 2Þ

ð2πσÞzþ1
z l

�
;

yielding to

Δ0 ¼
zmΩ1

2κlð2πσÞzþ1
z

: ð31Þ

Finally, the magnetic charge and potential are, respectively,
expressed as

Qm ¼ i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þðz − 1Þp

μ
1
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
Ω1

4πσzκ

�
z
l

�1
z ð32Þ

and

Φm ¼ i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðm − 1Þp

zμ−
1
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
z − 1

p
l

�
l

2πσz

�1
z

: ð33Þ

It is then easy to verify that the formula (8) with the
parameter α ¼ z

zþ1
correctly fits with the expression of the

Wald entropy given by Eq. (22a).

B. Case of Einstein gravity with
a nonlinear electrodynamics

In Ref. [22], the authors consider a slight generalization
of the previous Lagrangian (19) by introducing a nonlinear
term as

L ¼ 1

2κ

�
R − 2Λ −

1

2
∂μϕ∂μϕ −

1

4
eλ1ϕF2

ð1Þ

þ
�
−
1

4
eλ2ϕF2

ð2Þ

�
p
�
: ð34Þ

We have made some redefinitions of the fields and
parameters in the original action [22] such that the
Lagrangian (34) reduces to (19) in the linear limiting
case p ¼ 1. Note that such nonlinear generalization of
the Maxwell action is being currently studied; see e.g.
Ref. [27].
For an ansatz of the form (14)–(15), the metric function

given in Ref. [22] after some redefinitions of the constants
reads

fðrÞ ¼ 1 −m

�
rh
r

�
zþ1

þ ðm − 1Þ
�
rh
r

�
2zþΓ

; ð35Þ

where the constant Γ is defined as

Γ ¼ −
2ðp − 1Þ
2p − 1

: ð36Þ

For this solution, the uncharged Abelian field Fð1Þrt, the
dilaton, the cosmological constant and the coupling con-
stants are given by the same expressions than in the linear
case; see (20b), (20d) and (21). The only changes are
concerned with the charged Abelian gauge field Fð2Þrt and
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the coupling constant λ2 which now take the following
forms,

Fð2Þrt ¼
ffiffiffi
2

p ðrhÞ
ð2z−1Þp−zþ1

ð2p−1Þp Σ
1
2p

l
1þðz−1Þp

p μ
ðz−1Þð2p−1Þffiffiffiffiffiffiffi

2ðz−1Þ
p

p r
2ðz−1Þp−zþ2

2p−1

;

λ2 ¼
2½2ðz − 1Þp − zþ 1�

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz − 1Þp ;

where for simplicity we have defined

Σ ¼ ðm − 1Þ½2ðz − 2Þp − zþ 3�
ð2p − 1Þ2 : ð37Þ

The expression of the entropy as well is unchanged and
given by

SW ¼ 2πΩ1

κ

�
rh
l

�
; ð38Þ

where rh is now the location of the horizon for the metric
function (35). The Hawking temperature for this configu-
ration reads

T ¼ 1

l

�
σ þ ðp − 1Þðm − 1Þ

2πð2p − 1Þ
��

rh
l

�
z
¼ σ̄

l

�
rh
l

�
z
;

where we have defined

σ̄ ¼ σ þ ðp − 1Þðm − 1Þ
2πð2p − 1Þ ; ð39Þ

with σ given by (23). On the other hand, the electric
potential together with the electric charge read

Φe ¼
ffiffiffi
2

p ð2p − 1ÞðrhÞ−
½ðz−2Þp−zþ1�

p Σ
1
2p

l
1þðz−1Þp

p ½2ðz − 2Þp − zþ 3�μ
ðz−1Þð2p−1Þ
p
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p ; ð40Þ

Qe ¼
ffiffiffi
2

p
pμ

ðz−1Þð2p−1Þ
p
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
Σ

2p−1
2p ðrhÞ

ð2z−1Þp−zþ1

p Ω1

2κl
3p−1
p

; ð41Þ

with Σ given by the expression (37).
Let us now compute the mass of this solution through

the quasilocal formalism. For the timelike Killing vector
ξt ¼ ð1; 0; 0Þ, and after some tedious but straightforward
computations, the surface term together with the variation
of the Noether potential (12)–(13) are given by

Z
1

0

dsΘr¼−
ðm−1ÞðrhÞ

2ð2z−1Þp−2zþ2

2p−1 r−
½2ðz−2Þp−zþ3�

2p−1

κlzþ2
þzm
2κl

�
rh
l

�
1þz

;

δKrt¼ðm−1ÞðrhÞ
2ð2z−1Þp−2zþ2

2p−1 r−
½2ðz−2Þp−zþ3�

2p−1

κlzþ2

−
ðz−1Þm
2κl

�
rh
l

�
1þz

:

This implies that the mass of the Lifshitz black hole is
given by

Δ ¼ mΩ1

2κl

�
rh
l

�
zþ1

;

and it is simple to verify that the first law (27) still holds.
Additionally, the Smarr formula turns to be

Δ ¼ 1

zþ 1
TSW þ

�
z

1þ z
þ ðz − 1Þðp − 1Þ

ð1þ zÞp
�
ΦeQe

and corresponds to the expression (7) with

α ¼ zð2p − 1Þ − ðp − 1Þ
pðzþ 1Þ : ð42Þ

As in the linear case, operating the same diffeomorphism
(16), the metric function of the corresponding soliton reads

hðr̄Þ ¼ 1 −
m

ð2πσ̄Þzþ1
z

�
l
zr̄

�zþ1
z þ ðm − 1Þ

ð2πσ̄Þ2þΓ
z

�
l
zr̄

�
2þΓ

z

; ð43Þ

where σ̄ is defined in (39) and Γ is given in (36). As before,
the Abelian gauge field Fð1Þr̄ φ̄ together with the dilaton are
given by (30a) and (30c),) respectively, while Fð2Þr̄ φ̄ yields

Fð2Þr̄ φ̄ ¼ i
ffiffiffi
2

p �
z
l

� p−1
ð2p−1Þzp Σ̄

1
2p

μ
ðz−1Þð2p−1Þ
p
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
r̄
4ðz−1Þpþ3−2z

ð2p−1Þz

;

where

Σ̄ ¼ ½2ðz − 2Þpþ 3 − z�ðm − 1Þ
ð2πσ̄Þ2þΓ

zz2ð2p − 1Þ2 :

For the same timelike Killing vector, the variation of the
Noether potential and the surface term yield

δKr̄ t̄ ¼ ðm − 1Þ
κð2πσ̄Þ2þΓ

zzr̄

�
zr̄
l

� 4p−3
zð2p−1Þ

−
m

κð2πσ̄Þzþ1
z l

;

Z
1

0

dsΘr̄ ¼ −
ðm − 1Þ

κð2πσ̄Þ2þΓ
zzr̄

�
zr̄
l

� 4p−3
zð2p−1Þ þ mðzþ 2Þ

2κð2πσ̄Þzþ1
z l

;

yielding to

CARDY FORMULA FOR CHARGED BLACK HOLES WITH … PHYSICAL REVIEW D 92, 124002 (2015)

124002-5



Δ0 ¼
zmΩ1

2κlð2πσ̄Þzþ1
z

:

The magnetic charge and potential, as before, are purely
imaginary and read

Qm ¼ ip
ffiffiffi
2

p

2κ

�
z
l

�2p−1
zp

Σ̄
2p−1
2p μ

ðz−1Þð2p−1Þ
p
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p
Ω1; ð44Þ

Φm ¼ i
ffiffiffi
2

p ð2p − 1Þz
½2ðz − 2Þpþ 3 − z�

�
z
l

� p−1
ð2p−1Þzp

Σ̄
1
2pμ

−ðz−1Þð2p−1Þ
p
ffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−1Þ

p

×

�
l

2πσ̄z

�
−½2ðz−2Þpþ3−z�

ð2p−1Þz
: ð45Þ

As a matter of check, one can see that all the expressions
involved in the nonlinear case reduce to those obtained in
the previous subsection in the linear limiting case p ¼ 1.
Finally, it is straightforward to check that the formula (8)

with α given by (42) fits perfectly with the Wald
formula (38).

C. Case of Einstein gravity with a Proca
and Maxwell fields

We now consider the case of Einstein gravity with a
Proca field Að1Þμ together with a Maxwell field Að2Þμ of
which the Lagrangian is given by

L ¼ R − 2Λ −
1

4
Fð1ÞαβF

αβ
ð1Þ −

1

2
m2Að1ÞαAα

ð1Þ −
1

4
Fð2ÞαβF

αβ
ð2Þ

ð46Þ

with FðiÞαβ ¼ ∂αAðiÞβ − ∂βAðiÞα for i ¼ 1, 2.
In this case, the electrically charged Lifshitz black hole

solution exists only for z ¼ 2; the metric function (14) and
the Proca and Maxwell fields read [20]

fðrÞ ¼ 1 −
�
rh
r

�
2

; Að1ÞtðrÞ ¼
�
r
l

�
2

fðrÞ;

Fð2ÞtrðrÞ ¼
ffiffiffi
2

p

l2
rh; ð47Þ

while the parameters must be fixed as follows:

m ¼
ffiffiffi
2

p

l
; Λ ¼ −

5

2l2
:

For this solution, the Wald entropy SW and the Hawking
temperature are given by

SW ¼ 4πrhΩ1

l
; T ¼ r2h

2πl3
: ð48Þ

The expressions of the surface term and Noether potential
(12)–(13) read

Z
1

0

dsΘr ¼ 2rr2h
l4

; δKrt ¼ −
2rr2h
l4

; ð49Þ

which in turn implies that the mass Δ ¼ 0. This solution
with vanishing mass can be interpreted as an extremal
charged Lifshitz black hole as it occurs for examples in
Refs. [12,14,28]. Nevertheless, the electric charge Qe and
the electric potential Φe are nonvanishing and given by

Qe ¼
ffiffiffi
2

p
Ω1

l

�
rh
l

�
; Φe ¼ −

ffiffiffi
2

p �
rh
l

�
2

: ð50Þ

It is easy to verify that the first law of thermodynamics
holds,

dΔ ¼ 0 ¼ TdSW þ ΦedQe; ð51Þ

and the Smarr formula (7) reads in this case

Δ ¼ 0 ¼ 1

3
ðTSW þ ΦeQeÞ; ð52Þ

that is, the constant α appearing in the generic formula (7)
is α ¼ 1

3
.

The corresponding soliton is given by the line element
(18) with z ¼ 2 where the metric function and the gauge
fields are given by

hðr̄Þ¼1−
l
2r̄

; Að1Þφ̄¼2i

�
r̄
l

�
hðr̄Þ; Fð2Þr̄φ̄¼ iðlr̄Þ−1=2:

ð53Þ

Along the same lines as before, the Noether potential
together with the surface term take the following forms,

Z
1

0

dsΘr̄ ¼ 2

l

�
2r̄
l

�1
2

; ΔKr̄ t̄ ¼ −
2

l

�
2r̄
l

�1
2

; ð54Þ

and as in the electric case, the mass of the soliton is
vanishing Δ0 ¼ 0. The magnetic charge and potential are
purely imaginary and read

Qm ¼ i

ffiffiffi
2

p

l
Ω1; Φm ¼ −i

ffiffiffi
2

p
; ð55Þ

and it is a matter of check that the formula (8) with z ¼ 2
and α ¼ 1=3 fits perfectly with the Wald formula (48).
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III. GENERALIZATION FOR CHARGED
LIFSHITZ BLACK HOLES WITH
HYPERSCALING VIOLATION

In the anisotropic extension of the AdS=CFT correspon-
dence, there exists another dual metric of interest, the so-
called hyperscaling violation spacetime of which the line
element can be parametrized as follows:

ds2 ¼ 1

r
2θ
D−2

�
−r2zdt2 þ dr2

r2
þ r2d~x2

�
: ð56Þ

In this case, the anisotropic transformations (1) together
with r → λ−1r act rather like a conformal transformation,
ds2 → λ2θ=ðD−2Þds2. Note also that this metric reduces to
the Lifshitz metric (2) in the limiting case θ ¼ 0.
In Refs. [29,30], it was shown that if the entropy S scales

with respect to the temperature T as

S ∼ T
deff
z ; ð57Þ

where deff is the effective spatial dimensionality, and
where z is the dynamical exponent, the formula (5) in
the uncharged case becomes

S ¼ 2π

deff
ðzþ deffÞ

�
Δ0deff

z

� z
zþdeffΔ

deff
zþdeff : ð58Þ

Repeating the same exercise as in the Lifshitz case, the first
law dΔ ¼ TdS allows one to express the mass as

Δ ¼ ð2πTÞzþdeff
z

�
Δ0deff

z

�
; ð59Þ

and the Smarr formula becomes

Δ ¼ deff
zþ deff

TS: ð60Þ

We may note that the expressions (57)–(60) with deff ¼ 1
reduce to those obtained in the Lifshitz case.
Now by a certain analogy with the charged Lifshitz case,

the Cardy formula for electrically charged black holes with
hyperscaling violation should be

S¼ 2π

deff
ðzþdeffÞ

�����Δ0

z
deffþαΦmQm

����
z
jΔ−αΦeQejdeff

� 1
zþdeff :

ð61Þ

As before, the constant α is the one appearing in the
charged version of the Smarr formula in the hyperscaling
case, namely

Δ ¼ deff
zþ deff

TS þ αΦeQe: ð62Þ

Let us now verify this formula for the charged hyper-
scaling violation black hole derived in Ref. [31] for which
the Lagrangian is given by

L ¼ 1

2κ
ðR −

1

2

�
∂ϕÞ2 þ VðϕÞ −

X2
i¼1

1

4
eλiϕFðiÞμνF

μν
ðiÞ

�
;

ð63Þ

where the potential is

VðϕÞ ¼ −2Λeγϕ:

The solution as reported in Ref. [31], again after some
redefinitions of the constant, reads

ds2 ¼ 1

r2θ

�
−r2zfðrÞdt2 þ dr2

r2fðrÞ þ r2d~φ2

�
; ð64Þ

where

fðrÞ ¼ 1 −m

�
rh
r

�
zþ1−θ

þ ðm − 1Þ
�
rh
r

�
2z−2θ

; ð65aÞ

Fð1Þrt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz − 1Þð1 − θ þ zÞ

p
μ

ffiffi
2

p

2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1−θÞðz−θ−1Þ

p
rz−θ; ð65bÞ

Fð2Þrt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðz − θ − 1Þðm − 1Þ

p
μ−

ffiffiffiffiffiffiffi
z−θ−1

p ffiffi
2

p

2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p
�
rh
r

�
z−θ

;

ð65cÞ

eϕ ¼ μr
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1−θÞðz−θ−1Þ

p
; ð65dÞ

while the parameters are fixed as

λ1 ¼ −

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2

ð1 − θÞðz − θ − 1Þ

s
; λ2 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz − θ − 1Þ

1 − θ

r
;

Λ ¼ 1

2
ð1 − θ þ zÞðz − θÞμ−

θ
ffiffi
2

pffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1−θÞðz−θ−1Þ

p
;

γ ¼ 2θffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðz − θ − 1Þp : ð66Þ

For this solution, the Wald entropy is given by

SW ¼ 2πrh1−θΩ1

κ
; ð67Þ

while the Hawking temperature is

T ¼ ½ðm − 2Þθ −mðz − 1Þ þ 2z�rhz
4π

¼ ρrhz; ð68Þ
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where for simplicity we define

ρ ¼ ðm − 2Þθ
4π

þ σ; ð69Þ

with σ given in (23). In this case, the electric charge
together with the potential read, respectively,

Qe¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1−θÞðz−θ−1Þðm−1Þp

μ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−θ−1Þ

p
2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p
rhz−θΩ1

2κ
; ð70Þ

Φe ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðm − 1Þ

z − θ − 1

r
μ−

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−θ−1Þ

p
2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p
rh: ð71Þ

The variation of the Noether potential together with the
surface term are obtained as

δKrt ¼ −
ðz − θ − 1Þmrh1−θþz

2κ

−
ðm − 1Þðθ − 1Þrh2z−2θ

κ
rθ−zþ1;

Z
1

0

dsΘr ¼ ðz − 2θÞmrh1−θþz

2κ

þ ðm − 1Þðθ − 1Þrh2z−2θ
κ

rθ−zþ1; ð72Þ

yielding to the same expression of the mass as the one
found in Ref. [31], namely

Δ ¼ mð1 − θÞΩ1

2κ
rh1−θþz: ð73Þ

From all these expressions, one can easily check the
validity of the first law while the effective spatial dimen-
sionality is given by

deff ¼ 1 − θ; ð74Þ

and the Smarr formula (62) is realized with a constant α
chosen as

α ¼ z − θ

zþ 1 − θ
: ð75Þ

On the other hand, the soliton counterpart for the
hyperscaling violation metric (64) with the metric function
(65a), obtained through a double Wick rotation, has the
following form,

ds2 ¼ 1

r2θ

�
−r2zdt2 þ dr2

r2hðrÞ þ r2hðrÞd~φ2

�
; ð76Þ

where the metric function h is defined as

hðrÞ ¼ 1 −
m

ð2πρÞ1þz−θ
z r1þz−θ

þ ðm − 1Þ
ð2πρÞ2z−2θz r2z−2θ

; ð77Þ

with ρ being given by Eq. (69). The gauge fields read in this
case

Fð1Þrφ ¼ i
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz − 1Þð1 − θ þ zÞ

p
μ

ffiffi
2

p

2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1−θÞðz−θ−1Þ

p
rz−θ; ð78Þ

Fð2Þrφ ¼ −i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðm − 1Þ

ðz − θ − 1Þ

s
μ−

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−θ−1Þ

p
2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p
�

1

2πρ

�z−θ
z

r−zþθþ1;

ð79Þ

while the dilaton is given by Eq. (65d).
As before, choosing the Killing vector ξt ¼ ð1; 0; 0Þ, the

variation of the Noether potential and the surface term are
calculated as

δKrt ¼ −
ðθ − 1Þðm − 1Þ
κð2πρÞ2z−2θz rz−θ−1

þ ðθ − 1Þm
κð2πρÞ1−θþz

z

;

Z
1

0

dsΘr ¼ ðθ − 1Þðm − 1Þ
κð2πρÞ2z−2θz rz−θ−1

þ ðzþ 2 − 2θÞm
2κð2πρÞ1−θþz

z

;

which, in turn, implies that

Δ0 ¼
zmΩ1

2κð2πρÞ1þz−θ
z

: ð80Þ

Finally, the magnetic charge and the magnetic potential
read

Qm ¼ i
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðz − θ − 1Þðm − 1Þp

μ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−θ−1Þ

p
2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p Ω1

2κð2πρÞz−θz
;

Φm ¼ i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1 − θÞðm − 1Þ

z − θ − 1

r
μ−

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ðz−θ−1Þ

p
2
ffiffiffiffiffi
1−θ

p
�

1

2πρ

�1
z

: ð81Þ

Once again, it is easy to verify that the formula (61) with
the parameter α given by (75) correctly fits with the Wald
entropy defined in (67).

IV. CASE OF ADS CHARGED BLACK HOLES

We now consider the isotropic AdS case which corre-
sponds to a dynamical exponent z ¼ 1. There exist exam-
ples of electrically charged AdS black holes in three
dimensions, and the most popular one is the charged
Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) solution [32].
Unfortunately in this case, because of the logarithmic
behavior of the Maxwell electric gauge field, there is not
such a Smarr formula (7) encoding the charged BTZ
solution. As a direct consequence, the Cardy formula given
in (8) is no longer valid in such a situation. Nevertheless, as
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shown in Refs. [33,34], considering instead a nonlinear
version of the Maxwell action (as the one used in Sec. II. B)
and eventually a scalar field nonminimally and conformally
coupled, there exists an electrically AdS charged black hole
such that the electric gauge field AtðrÞ exhibits a
Coulombian behavior, that is AtðrÞ ∼ r−1. In what follows,
we shall consider such a particular solution that satisfies a
Smarr relation (7) and show again that the Cardy for-
mula (8) will reproduce the correct value of the entropy.
We deal with the Lagrangian reported in Ref. [34],

L ¼ Rþ 2l−2

2κ
−
1

2
ð∂ϕÞ2 − 1

16
Rϕ2 − λϕ6

þ σð−FμνFμνÞ3=4; ð82Þ

where the matter part of the action (the scalar field and the
nonlinear electromagnetic action) is chosen such that it
enjoys the conformal invariance. The solution we consider
for testing the Cardy formula (8) is given by the simplest
one found in Refs. [34],

fðrÞ¼1þ24λb2l2

r2
; ϕðrÞ¼

ffiffiffi
b
r

r
; Frt¼

q
r2
; ð83Þ

where fðrÞ is the metric function of the line element (14)
with z ¼ 1 and jqj3=2 ¼ −λb3. The constant b is strictly
positive, while λ is negative. In this particular case, the
quantities of interest read [34]

Δ¼ πr2h
κl2

; T ¼ rh
2πl2

; SW ¼
�
1−

κ

8l
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−24λ

p
�
4π2rh
κ

;

Qe ¼
6πð−λÞ1=3ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

−24λ
p

l
rh; Φe ¼

rh
24l2ð−λÞ1=3 ; ð84Þ

where the location of the horizon rh is defined by r2h ¼
−24λb2l2 and for simplicity we have assumed that q > 0.
Having in hands all these quantities, one easily verifies that
a Smarr relation (7) is satisfied with α ¼ 1=2.
The corresponding soliton solution is described by

gðr̄Þ ¼ 1 −
l2

r̄2
; ϕðr̄Þ ¼

�
1

24ð−λÞ
�

1=4
ffiffiffi
1

r̄

r
;

Fr̄ φ̄ðr̄Þ ¼
i

24ð−λÞ1=3r̄2 ; ð85Þ

where gðr̄Þ is the metric function of (18) with z ¼ 1. We
may note that, as said before, the double Wick rotation does
not yield to a complex scalar field for the soliton solution.
Along the same lines as before, the surface term together

with the variation of the Noether potential are given by

Z
1

0

dsΘr̄ ¼
ffiffiffi
6

p
r̄

48l3
ffiffiffiffiffiffi
−λ

p −
ffiffiffi
6

p

48l
ffiffiffiffiffiffi
−λ

p
r̄
þ 3

2κl
;

δKr̄ t̄ ¼ −
ffiffiffi
6

p
r̄

48l3
ffiffiffiffiffiffi
−λ

p þ
ffiffiffi
6

p

48l
ffiffiffiffiffiffi
−λ

p
r̄
−

1

κl
; ð86Þ

yielding to

Δ0 ¼
1

2κl
Ω1 ¼

π

κ
:

Finally, the magnetic charge and magnetic potential read

Qm ¼ i
ffiffiffi
6

p
π

2ð−λÞ1=6 ; Φm ¼ i

24lð−λÞ1=3 : ð87Þ

Hence, as in the anisotropic case, the charged version of the
Cardy formula (8) with α ¼ 1=2 and z ¼ 1 gives the correct
value of the entropy (84).

V. CONCLUDING REMARKS

Our starting point was the observation that in the case of
Lifshitz black holes of which the only charge is the mass,
the general asymptotic formula for the asymptotic growth
of number of states derived in Ref. [17] naturally implies
the emergence of a Smarr formula given by (4) inD ¼ 3. In
our search of generalizing the Cardy formula to the case of
electrically charged Lifshitz black holes, we have proposed
a formula compatible with a charged version of the Smarr
formula of the form (7). We have tested the viability of this
formula in three different examples where charged Lifshitz
black holes obeying a Smarr relation were known. We have
extended our analysis to the other class of charged black
hole solutions with anisotropic symmetry, namely those
exhibiting a hyperscaling violation.
In the case of the isotropic charged AdS black holes, we

have shown that the absence of a Smarr relation for the
charged BTZ solution renders our formula (8) inappropri-
ate. The absence of a Smarr relation of the form (7) is
mainly due to the logarithmic behavior of the Maxwell
gauge field. It seems that in this case, the appropriate
formula should be the Cardy-Verlinde formula [35] where
the Smarr relation is augmented by a pressure term; see
Ref. [36]. Nevertheless, charged AdS black holes have a
U(1)-corrected Cardy formula which accounts for their
entropy; see e.g. Ref. [37].
Nevertheless, replacing the standard Maxwell theory by

its nonlinear and conformal generalization, asymptotically
charged AdS black holes are known with a gauge field
behaving as a Coulomb one. In a simple example of such a
solution given in Ref. [34], we have again tested the
viability of the Cardy formula after ensuring that this
Coulombian solution was as well satisfying a Smarr
relation.
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As a natural extension of this work, it will be desirable to
test this formula in many more examples, particulary those
involving higher-order gravity theories in three dimensions.
This task can be interesting by itself in the hyperscaling
violation case, since as shown in Ref. [30], the spatial
effective dimensionality deff may vary in function of the
order of the gravity theories involved in the action.
Also there exists a generalization of the Smarr relation

in the case of AdS black holes for which the cosmo-
logical constant is viewed as a dynamical variable. In a
very recent paper, the authors of Ref. [38] showed that
such a generalization of the Smarr relation can be

understood from a dual holographic point of view.
Extension to the Lifshitz case can also be an interesting
work to deal with.
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Caṕıtulo 9

Conclusión

A lo largo de esta tesis, hemos recorrido la historia de la f́ısica y del formalismo ma-

temático en que esta se apoya. Comenzamos en 1915 con el nacimiento de la relatividad de

Einstein, el formalismo lagrangiano como método para derivar las ecuaciones de Einstein,

y los agujeros negros clásicos que son determinados por estas. Como uno de los puntos

más importantes de las bases de esta investigación, se presenta la termodinámica de agu-

jeros negros, ya que gracias a sus postulados nos es posible caracterizar estas soluciones

de agujeros negros a través de los parámetros termodinámicos descritos en el caṕıtulo

3: temperatura, masa y entroṕıa, siendo claramente esta última el centro de esta inves-

tigación. Aqúı pudimos observar como los agujeros negros pueden irradiar part́ıculas de

varias enerǵıas, lo cual asociamos a una temperatura, conocida como la temperatura de

Hawking. La entroṕıa de un agujero negro también es medible, esta es proporcional a

su superficie y es conocida como entroṕıa de Bekenstein-Hawking. La termodinámica de

los agujeros negros involucra tanto la gravedad clásica como la mecánica cuántica. Estu-

diar los oŕıgenes de la radiación de Hawking y los oŕıgenes que conducen a la entroṕıa

de Bekenstein-Hawking podŕıan darnos una idea para construir una teoŕıa de la gravedad

cuántica.

De la teoŕıa de campos conforme, vista en el caṕıtulo 4, podemos ver que el caso

2-dimensional es una teoŕıa cuántica de campos altamente simétrica y tiene un álgebra

definida por 2 copias del álgebra de Virasoro, la cual es la extensión cuántica del álgebra

de Witt. Para estudiar CFT sobre un toro necesitamos invariancia modular. Uno de los

resultados clásicos de Cardy es la invariancia modular de una función de partición que nos

permite derivar la fórmula de Cardy, que relaciona el logaritmo de la densidad de estados

de un sistema y, por tanto, la entroṕıa de una teoŕıa de campos conforme. La métrica

AdS es una solución a las ecuaciones de campo en el vaćıo de Einstein con una constante
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cosmológica negativa. Otra solución de estas ecuaciones de campo es la solución BTZ la

cual es (2 + 1)-dimensional y se reduce asintóticamente a un espacio-tiempo AdS3. Brown

y Henneaux mostraron que para el espacio-tiempo asintóticamente AdS3, sus simetrás

asintóticas forman dos copias del álgebra de Virasoro con una carga central espećıfica.

Strominger utilizó este resultado, incluyendo su carga central, para mostrar que la entroṕıa

de un agujero negro BTZ obtenida a través la fórmula de Cardy, coincide con la expresión

dada por la entroṕıa de Bekenstein Hawking. Hoy en d́ıa tanto el resultado de Brown

y Hennaux como el de Strominger son interpretados en términos de la correspondencia

AdS/CFT propuesta por J. Maldacena, en la cual se conjetura que una teoŕıa gravitatoria

en el espacio-tiempo AdS corresponde a través de esta dualidad a una teoŕıa de campos

conforme en dimensión menor.

Los espacio-tiempos que son motivos de estudio en esta tesis fueron presentados en el

caṕıtulo 6, estos son los espacio-tiempos de Lifshitz y de violación al hiperescalamiento.

Éstos nacen de la idea de extender la correspondencia de Maldacena a espacios no rela-

tivistas, con el fin de entender campos de la f́ısica experimentalmente accesibles como la

f́ısica de materia condensada. Estos sistemas disfrutan de un escalamiento anisotrópico y

su métrica dual es la métrica de Lifshitz. Esta métrica no es solución de las ecuaciones de

Einstein en el vaćıo, por lo que se require la introducción de alguna fuente de materia o

considerar términos de curvatura que sean de orden superior, como curvaturas cuadráticas

o cúbicas en nuestro caso. Estos sistemas constan de una propiedad llamada hiperesca-

lamiento, la que nos dice que la entroṕıa escala con respecto a la temperatura como la

dimensionalidad espacial dividida por el exponente dinámico. Junto con estos, también

existen sistemas de este tipo que muestran una violación a este hiperescalamiento, en los

cuales la energia libre es proporcional a la dimensionalidad espacial. Esto último se ve

reflejado en el hecho de que la entroṕıa escala con respecto a temperatura elevado a un

factor que no solo depende de la dimensionalidad espacial, sino que ahora depende de lo

que se conoce como dimensionalidad espacial efectiva, denotada como deff, dividida por el

exponente dinámico. Estos sistemas son descritos por la métrica de violación a la propie-

dad de hiperescalamiento, la cual podemos ver como una generalización de la métrica de

Lifshitz debido a un nuevo parámetro llamado exponente de violación al hiperescalamien-

to. Cabe destacar que la métrica de violación al hiperescalamiento puede ser considerada

como una generalización de la métrica de Lifshitz, ya que esta última se obtiene apagando

el exponente dinámico.

Estudiamos una fórmula de Cardy anisotrópica, encontrada el 2011, que surge al con-

siderar el crecimiento asintótico del número de estados de una teoŕıa de campos con es-

calamiento Lifshitz. Esta fórmula nos entrega la entroṕıa para espacio-tiempos Lifshitz
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tridimensionales, dependiendo tanto del exponente dinámico presente en la métrica de

Lifshitz como de la enerǵıa del estado fundamental. Un punto escencial al derivar esta

fórmula es el asumir la existencia de una brecha en el espectro, lo cual nos asegura que

la función de partición es dominada por la contribución del estado fundamental, el que se

identifica con un solitón gravitacional. El solitón cumple lo que se espera para un estado

fundamental: es suave y regular en todas partes, aśı como desprovisto de constantes de

integración. Esto último es la razón por la cual tanto la masa de agujeros negros como la

masa del solitón asociado se calculan mediante el formalismo cuasilocal y no usamos otros

métodos como el formalismo hamiltoniano. El espectro de enerǵıa del sistema consiste en

una parte continua limitada por la enerǵıa del sistema (masa de agujeros negros), una

brecha y un estado fundamental con masa negativa fijada por el constantes fundamentales

de la teoŕıa, en este caso por un solitón.

En el caṕıtulo 7, damos a conocer los resultados del art́ıculo [1]. El objetivo fue exponer

la forma de una fórmula de Cardy generalizada en el caso de espacio-tiempo con la métri-

ca de violación a la propiedad de hiperescalamiento en tres dimensiones. Para lograr esta

tarea, primero notamos que, en contraste con el caso Lifshitz, la dimensionalidad espacial

efectiva definida por el escalamiento de la entroṕıa en términos de la temperatura (6.1.4)

no toma un valor fijo, que en caso de espacio-tiempos Lifshitz tiene el valor deff = 1, sino

que depende claramente de la teoŕıa de la gravedad considerada. Por ejemplo, en el caso

estándar de gravedad de Einstein deff = 1− θ mientras que para correcciones cuadráticas

tenemos deff = 1 + θ y en el caso cúbico, deff = 1 + 3θ. A partir de estas observaciones,

hemos planteado la forma de la fórmula de Cardy anisotrópica generalizada, es decir que

depende de la masa del agujero negro y de la masa del solitón gravitacional, pero ahora

también en términos de la dimensionalidad espacial efectiva deff. Como en el caso de Lifs-

hitz, el estado fundamental es proporcionado por el solitón que está separado del espectro

de agujero negro por una brecha. Hemos comprobado la validez de esta fórmula en diferen-

tes ejemplos en el caso de las teoŕıas de gravedad cuadrática y cúbica, mientras que en el

caso estándar de Einstein nuestra fórmula se reduce a la propuesta en [68]. En todos estos

ejemplos existe una elección de las constantes de acoplamiento que aseguran que la masa

del agujero negro (resp. la masa del solitón) sea positiva (o sea negativa) lo que garantiza

la existencia de una brecha en el espectro.

La exploración de nuevas soluciones puede ser interesante para consolidar la validez

de (7.0.8). Por ejemplo, en el caso cuadrático, existe la clase más general de soluciones

dentro del ansatz (7.0.1) sin imponerle forma a la función métrica. De lo anterior nace la

idea de explorar la versión cargada de las soluciones encontradas para proponer también
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una versión cargada de la fórmula de Cardy. Algo muy interesante seŕıa encontrar una

forma general para la dimensionalidad efectiva espacial, no solo en 3 dimensiones, si no

para dimensión arbitraria, dependiendo no solo de la dimensión espacial de la teoŕıa, sino

también del exponente de violación al hiperescalamiento θ.

Teniendo esta última idea en consideración, en el caṕıtulo 8, los resultados de [2] son

expuestos. Nuestro punto de partida fue notar que en el caso de los agujeros negros tipo

Lifshitz cuya única carga es la masa, la fórmula para el crecimiento asintótico del número

de estados derivados en [23] implica naturalmente la aparición de una fórmula de Smarr

dada por (8.0.1) en D = 3. En nuestra búsqueda de generalizar la fórmula de Cardy al

caso de los agujeros negros tipo Lifshitz cargados eléctricamente, hemos propuesto una

fórmula compatible con una versión cargada de la fórmula de Smarr de la forma (8.0.3).

Para esto, por supuesto, esta fórmula nace con la idea de considerar como estado funda-

mental un solitón gravitacional, sin carga este soliton debeŕıa ser apropiado para dicha

función. Pero, en este contexto existen soluciones donde el valor de su masa es nula pero

su entroṕıa no, esto claramente puede ser posible por la interacción de otros parámetros

en la primera ley de la termodinámica, lo que nos lleva a que la masa del solitón tambien

es cero, dejándonos sin opción de tener una brecha en el espectro de la enerǵıa y por lo

tanto sin poder aproximar nuestra densidad de estados por el método de punto de silla.

Lo que genera ahora la brecha en el espectro es el considerar el solitón gravitacional con

carga, en nuestro caso una carga magnética, como estado fundamental. Siguiendo con la

idea de considerar las distintas cargas noetherianas que aparecen en la primera ley de la

termodinámica, seŕıa interesante buscar nuevas representaciones del estado fundamental,

que existen teoricamente, considerando el momento angular por ejemplo.

Hemos probado la viabilidad de esta fórmula en tres ejemplos diferentes donde se co-

nocen agujeros negros tipo Lifshitz cargados que obedecen a una relación Smarr. Hemos

extendido nuestro análisis otra clase de soluciones de agujero negro cargados con simetŕıa

anisotrópica, es decir, aquellas que presentan una violación al hiperescalamiento. Existe

una generalización de la relación de Smarr en el caso de los agujeros negros AdS para los

cuales la constante cosmológica se ve como variable dinámica. Esta generalización, estudia-

da en [89], puede ser entendida desde un punto de vista holográfico dual. La extensión al

caso de Lifshitz puede también ser algo interesante a tratar, y seguir nuevamente el camino

mostrado en el caṕıtulo 8, para considerar agujeros negros cargados satisfaciendo además

esta fórmula de Smarr generalizada. Como otra extensión de este trabajo, será interesante

probar esta fórmula en muchos más ejemplos, y en particular en aquellos que involucran

teorás de gravedad de orden superior en tres dimensiones. Esta tarea puede ser interesante
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por śı misma en el caso de violación al hiperescalamiento, ya que como se muestra en [1],

la dimensionalidad espacial efectiva deff puede variar en función del orden de las teoŕıas

gravitatorias involucradas en la acción. La extensión de esta fórmula de Cardy a dimen-

sión arbitraria es natural después de estos resultados, al igual que una expresión análoga

que nos entregue la entroṕıa de agujeros negros con momento angular tipo Lifshitz y de

violación al hiperescalamiento.
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